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使用说明 

《学习指引》的第三册对应于《吉米多维奇数学分析习题集》（以下简称为《习题 
集》）的第六章、第七章和第八章，即从多元函数微分学、含参变量的积分到多元函数积 
分学 • 
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木书在各节或各小节所覆盖的习题中只能选取部分习题作讲解或分析.在解答时， 
无论是汁算题还是证明题一律用“解”开始.在交义引用前后的习题时，如果它在本书有 
讲解，则会指明所在的节或小节.否则，一般会简述其内容，至于该题的完整叙述则请看 
《习题粜》的全 译本. 

在某儿节的最后，本书会添加一小节，称为补注，其中包含对某些难题的解、对某些 
内容的注解和补充.由于在多元函数的微积分学中的许多问题的进一步引申将直接导 
致偏微分方程、泛函分析和现代分析的许多领域，我们在多数情况下只限于列出有关的 
参考文献，因此在第三册中的补注小节的数最要比前两册少得多. 

根据需要，本书还增加了若干命题和少贵例题，其中命题按章编号，例题不独立编 
号.第三册在正文后设置一个附录，其中列出前面所有命题的内容和页码. 

本书的编写中利用了大量的参考资料.在参考文献中只列出第三册引用到的书籍. 
对于引用的论文，只在引用处写明其所在杂志、标题、页码和年份. 

本书采取以下常用的数学 记号： 

(1) 用 N 表示全体正整数，用 Z 表示全体整数，用 Q 表示全体有理数，用 K 表示全 
体实数.用 R " 表示 n 维的欧几里得空间. 
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(3) 用记 号“口 ”表示解、分析和证明等的结束. 
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这不仅简化了许多习题的求解，实际上在很多情况下也只有如此才能揭示有关问题的 
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第六章多元函数微分学 


内容简介这一章是多元函数的微分学，从多元函数的极限、连续概念开始，直到 
多元泰勒公式和极值计算. 


§6.1 函数的 极限. 连续性（习题 3136-3210 ) 

内容简介本节的习题除了多元函数的定义域和等值线（等值面）计算外，主要是 
学习累次极限和多重极限的计算，以及多元函数的连续性和一致连续性. 


6.1.1 多元函数的定义域、等值线和等值面（习题 3136-3170) 


习题 3136 3150 均为给定多元函数的表达式后求其自然定义域.这是一元函数的相 
应概念的推广.对于 n 元函数，: rd 而言，即是要求出 n 维欧氏空间 IT 中 
的集合货，使得函数/在此集合上取实数值.称此集合切为函数/的0然定义域. 

下面看一个例子. 

习题 3148 确定并画出 u = arccos - . / 。 的定义域. 

y / x ^ + y 2 

解 u 是三元函数.从它的表达式可见疗先要求 rr ， y 不能同 
时为0,然后根据反余弦函数的定义，必须要求 ㈤ 
于是其定义域为 

^={{ x , y 7 z ) | x 2 + y 2 ^0 } z 2 ^ x 2 -{- y 2 }. 

如附图所示，即包含圆锥面= x 2 + y 2 及其以外的区域，但要 
去掉圆锥的顶点，即原点 .口 

对于二元函数2 = /( x ,2/), 设其定义域为这,值域为深= f ⑼， 则对于实数 c €涿, 

集合 

Sc = {( x , y ) € ® I f { x , y ) =： c} (C R 2 ) 

非空.我们将 S c 称为函数 / 取值为 C 的等值线（也称为等位线等)，简记为/ = C .相仿 
地对于自变量个数大于2的多元函数，例如三元函数 w = f [ x , y ^ z ), 则将集合 

S c = {{ x , y , z ) € 9 I f { x , y , z ) = c} (c R 3 ) 

称为函数 / 取值为 c 的等值面（也称为等位面等)，也简记为 f = c . 

通过等值线或等值面来研究多元函数是一种常用的方法.例如气象学中的等温 
线、地形图中的等高线等等，都已经成为大众熟知的名词了. 



习题3148的附图 



第六章多元函数微分学 


习题3153作出函数 z = x 2 - y 2 的等值线. 

解等值线为 x 2 - y 2 = c . 若取 c > 0,贝 IJ 
得到焦点在 x 轴上的双 曲线； 若取 c < 0,则得到 
焦点在2/轴上的双曲线.当 c = 0时则得到直线 
y = ± x , 它们恰好是上述所有双曲线共有的渐近 
线.因此只要通过坐标面 rrOy 上的旋转变换即可 
将上述双曲线变成为 xy = a 这样的直角双曲线. 

在附图中作出了 c = 一3, —2,—1,0，1，2,3时 
的等值线 .口 

注通过等值线容易想象函数 z = X 2 - y 2 在三维空间中的几何图像.实际上，这 
就是解析几何中的双曲抛物面，它的一个通俗名称是马鞍面，原点0(0,0)就是鞍点.鞍 
点在地形图中是常见的.在附图中即可看出它的 特征： 在原点的左右两个方向上的高度 
增加，而在上下两个方向上的高度下降（参见 §6.7.1 的习题3622的附图中的马鞍面). 

习题 3159( a ) 作出函数 2 = W + M — lz + yl 的等 值线. 

解从三点不等式 |x + y | < M + | y | 可见该 
函数的值域为 [0,+ oo ), 因此只可能对于 O 0有 
等值线2 = c . 

由 z (- x , - y ) = z ( x , y ) 可见，每一个等值线 
都关于原点对称，因此可先讨论 x + y 彡 0. 

在 x + y > 0的半平面中有以下情况 ： （1) 在 
第一象限中及其边界上， 2 = 0; (2) 在第二象限中 
x < 0, y > 0,因此有 z — - x -\- y -( x -\- y ) = —2 x ， 
于是等值线 2 = c 就是 x = - c /2; (3) 同理在第四 
象限中，等值线 2 = c 就是 y = — c /2. 

将以上结果关于直线 x + y = 0 作反射，就得 
到附图所示的等值线图 .口 

习题3161作出函数之=妙 （ a : > 0) 的等值线. 

解（概要）由条件可见该函数的值域为 （0, + OC ). 对于 c > 0,对 W = c 取对数就 
得到 y]nx = \ nc . 由于 Inc = C 可取到任意实数，于是等值线的方程可记为 

参考第一册附录一的习题354的函数 V = ^ 的图像就不难作出本题的等值线图 .口 
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习题3159⑷的附图 
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习题3163作出函数 z = In 


㈣ 的等觀. 


解函数在去掉点 (± a ,0) 之外的全平面上的其 

他点处都有定义.对于 z = c ，记 fc = e e > 0,则等值 

■ ^ 


线方程为 


(x — a ) 2 


= fc 2 . 当 c = 0时 ， fc = 


?# 


(x + a ) 2 + y 2 

等值线为直线 a : = 0.对于 A : # 1，则可将上述方程整 
理成为 

「 a(l-hfc 2 )l2 2 一 (2afc) 2 

L 1 - A : 2 J +V 一 （1 - fc 2 ) 2 ’ 

可见是圆心在 ( n ) ，。) 而半径为 j ^ i ^ i 的 
圆.当0 < fc < 1 ( 即 c < 0) 时圆在右半平面内，而当 
fc > 1 ( 即 c > 0) 时圆在左半平面内. 

可以看出，当 c 换为 - c 时， A : 换为 1/ A :， 而对应的等值线关于 y 轴对称.在附图中 
取 cz = 1，作出了 c = 一2,-1, 一0.5, 一0.25,0,0.25,0.5，1，2的等值线（或其一部分) .口 

注本题的所有等值线都与（附图中的虚线）圆 a : 2 + y 2 = a 2 正交.为此先在等值 
线方程 p 中用 x 2 +沪= a 2 代入，得到 z = 与 1 - -工) . 这就是它们 

(x + a) 2 +y 2 (1 4-fc 2 ) 

的交点的横坐标 rc . 利用这个关系式就容易证明在该交点处两个圆的切线正交. 



习题3168求函数 u = x 2 + I / 2 - z 2 的等值面. 


解当 u = c < 0时等值面族为双叶双曲面族，当 u = 0时等值面为锥面，当 
ti = c >0 时等值面族为单叶双曲面族（在附图中对于 u > 0和 u < 0都只作出了曲面 
族中的一个曲面 ).□ 



双叶双曲面 锥面 单叶双曲面 

习题3168的附图 
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6.1.2 杂题 (习题 3171 - 3180) 

习题 3171-3174 要求确定由几类方程给定的曲面的特征 • 由于这是几类常见的方 
程，因此将 这几题以及答案列表如下. _ 

3171 z = f ( y - ax ) 是柱面，其母线平行于坐标面 xOy 上的直 
线2/ = ax ， 准线为 x = 0,2 = /( y ); 

3172 2 = f (\/ x 2 + y 2 ) 是旋转面，由坐标面 xOz 上的曲线 2 = 
f ( x ) 绕 Oz 轴旋转 得到； 

3173 2 = xf ⑸ 是锥面，以坐标原点为顶点，准线为 rr = 1，之 
= f ( y ) (不含顶点 )； 

3174 2 = /(|-)是直纹面，其中的直线均平行于坐标面 xOy y 
准线为 x = 1, z = f ( y ). 

下面给出上述几题中的最后 一题的 解答. 

习题 3174 根据曲面的方程2 = /(|^研究其性质 • 

解 从方程可见曲面与平面 : r = 0( 即哗标面 y 0 2 ) 不交 • 

设点 M ( x 0 ， y 0 ， z 0 ) (其中 x 0 # 0) 在曲面上,则可见直线 x = txoyV = ty 0 ，z =邳除 
去 f = 0对应的点(0,0^ 0 )之外都在曲面上.闵此该曲面为直纹面. 

取平面 x = 1上的 2 = f ( y ) 为准线，则如上所述，通过准线上的任何点作平行于坐 
标面 xOy 且经过 Oz 轴的直线，就得到属于曲面的直线，只是要去掉它与02轴的交点. 
还可以注意到，上述直线就是函数2的等值线. 

一般来说，这样的曲面既不是柱面，也不是锥面. □ 

注称由直线组成的曲面为直纹面，它是包含柱面与锥面在内的一大类曲面.例如 
在解析几何中列举的九种二次曲面中就有六种是直纹面，其中包括双曲抛物面（又称马 
鞍面，见 §6.7.1 的习题3622的附图）和单叶双曲面（见前面习题3168的附图).实际上， 
在本题中取方程 I "就得到一个马鞍面2/ = 只不过它以 Oy 轴为对 称轴. （有兴 
趣的读者可参考名著的第一章 

习题 3175-3180 是多元函数的一些简单的代数计算题，下面举其中的一个例子. 

习题 3179 设 

z = x -\- y -\- f { x - y ). 

若当2/ = 0时 z = x 2 , 求函数/和 z . 

解 由条件得到 


x 2 = x + /⑷， 
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可见己经得到 / Oc ) = a : 2 _ a :， 于是即可求出 

之 = Z 十 y 十 （CC 一 y) 2 — (X - y) = 2y 十 （ 2 ： — y) 2 . □ 


6.1.3 多元函数的极限（习题 3181-3193) 


将一元函数的极限概念推广到多元函数是容易的.例如，为了给出二元函数的极限 


, lim ^ y) = ^ 

(x y y)-^(a,b) 

的定义，只要（参见 §1.5.2 中对于一元函数极限分类中的基本类型）写出 

lim f [ x ) = A 

的定义，然后将其中的 \ f ( x ) - A \ Te 改写为 |/( x , y ) - < e ， 又将0 < |rr - a | < J 

改写为0 < ||( x , j /)- ( a , 6)|| < S 即可.这里的 INI 是平面上两个点 ㈣ )和 ( a ， b ) 之间 
的距离，即是 _ 

|| (X ，以 )- (a, 6)|| = y/{x-a) 2 ^{y-b) i , 

也称为欧几里得距离.利用 _ 

max{lx - a |, |y - 6|}彡 \ J ( x - a ) 2 + (y - 6) 2 ^ |x - a | + |y - b \, 

可见若将 0< ||(: r ， y )-( ci ,6)|| <5 换为 |x - a | < 6 y \y - b \ < 6 , 则所得的极限定义是等 
价的.因此上述二元函数的极限也经常等价地记为 


Jim /( x , y ) = A . 

然而多元函数除了称为多重极限的 v iT 述概念之外，还有其他类型的函数极限，即累次极 


限.对于二元函数 f ( x ， y ) 来说，在点 ( a , 6) 处有两种累次极限（也称为二次 极限〉 ，即 




lim lira f ( x , y ). 

y ->6 


为区别起见，可将它们分别称为先 X 后2/和先 y 后 X 的二次 极限. 以前者为例，将 
lim 称为内层极限（或里层极限)，它是在 b 的去心邻域内固定 2 /，取 : r a 的极 

i ? 1 因此得到的是^的函数.然后再取2/ 6的极限，即外层极限 • 

为了在点 ( a ,6) 处存在累次极限， f ( x ， y ) 只需要在点 ( a ,6) 的一个邻域内所有满足 
a : 卢 a , 2 / # b 的点 （ x ， y ) 处有定义就足够了.这样的点集称为去十字邻域. 


在多重极限与累次极限的关系上，最基本的是-般教科书中均收入的以下 命题. 


命题 6.1 设存在二電极限 jiip a /( a :， i /) = A 则有以下结论： 

(1) 若当 y 爹 b R ly — b \ 充分小时存在极限 ^ p ( y ) = Ujm /( x ,?/), 则存在先 x 后 y 的 
二次极限，且有 

/( x , y ) = lira tp ( y ) = hm a f ( x , y ) = A ; 

(2) 若当 x 一 a 且 |: c - a | 充分小时存在极限 4 ( 2 ：) = lini /( x ,?/), 则存在先 y 后 x 的 

二次极限，且有 、 


lim lira f ( x , y ) = lirn rp ( x ) = lim f ( x , y ) = A . 
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注上述命题表明，二元函数在某个点处存在二重极限，且存在某个内层极限，则 
就存在相应的二次极限 a 其值等于二重极限.特别地，若两个不同的内层极限均存在， 
则两个二次极限相等且等于二重极限.由此也可推断，若两个二次极限存在而不相等, 
则必定不存在二重极限. 

然而，命题 6.1 之逆不成立. f ( x ， y ) 在某个点 ( a ,6) 处存在两个二次极限并不能保 
证函数在该点存在二重极限.这就是下面的习题3181的意义. 


习题3181 证明： 对于函数 


有 


f ( 工， y)= 


x-y 
x + y 


从而 lim f ( x ， y ) 不存在. 


解在二次极限计算中要注意 的是： 在求内层极限时还必须考虑到下一步的外层 
极限是什么.以本题中的第一个二次极限来说，此时内层极限是 

由于下一步是要计算根据一元函数的极限定义，我们不需要考虑 rr = 0时函 
数妒是否有定义.因内层极限时就可以设 x # 0. 而在这个前提下，就容易得到 

^ = ^ 1 0^f = f = 1 - 

然后，在 : r / 0时恒等于1的函数在 ： r == 0处的极限显然等于1，这样就证明了 

同理可证明另一个二次极限等于-1，从略. 

由于两个二次极限不相等，因此从命题 6.1 就知道二重极限不存在 .口 

注也许有读者会问，由题中的函数 f ( x , y ) 所确定的曲面在点 (0,0) 附近是否发 
生了什么“意外”，才会出现如此的结论？这可以参考上面 §6.1.2 的习题3174,因为本题 
就属于这个类型.读者可以利用该习题中的讲解，想像这个寅纹面上的等值线的几何形 
状，从而理解为什么在点 (0,0) 处的二重极限不存在了. 

进 一步， 即使 /( x , y ) 在某个点 ( a ， b ) 处存在两个相等的二次极限，仍然不能保证函 
数在该点存在二重极限.这就是下面的习题3182的意义. 


习题3182 证明： 对于函数 /( x , y ) = 


有 


㈣ 部作，幻 卜 ㈣㈣㈣ )} = 0 , 

然而 lim /( x ,?/) 不存在. 
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解两个二次极限都等于0的计算与习题3181中的计算类似，从略. 
对于后半题用反证法. 

假设 f ( x , y ) 在点 (0,0) 处存在二重极限，则根据命题 6.1 可见，只能有 


Ymf { x , y ) = 0. 

y->0 

根据定义，对任意给定的 e > 0, 存在 J > 0, 当 0 < y / x 2 + y 2 < (5 时，成立不等式 

__ <e . 

x 2 y 2 + (x - y ) 2 

然而只要在满足 0 < y/^Ty 1 <6 的前提下用 1 = 2； # 0 代入，就看出左边为1，从而 
与 e 可取为任意小的正数相矛盾 .口 


习题 3183.2 是否存在极限 J ^ y2 ? 


解考虑点 ( x , y ) 沿着斜率为的直线趋于点 (0,0), 为此只要令 y = kx 代入 
f ( x iy ), 就可得到 


/( 工， kx ) = 


2 x ( kx ) 


2 k 


x 2 + ( kx ) 2 1 + fc 2 • 

这里要 注意： 由于函数极限定义中当 ( x , y ) -> ( a ， fc ) 时，不允许 ( x , 2 /) = ( a ,6), 因此在上 
述计算中始终有 z 一 0,从而可以将分子分母中的公因子 a : 2 约去. 


由此可见，当点 ( x ) V ) 沿着不同斜率的直线趋于点（0,0)时，函数 fix 參 
存在与 A : 有关的极限，因此该函数在点（0,0)处不存在二重极限. ^ +V 

还可以看出，由 f ( x , y ) = - 2 ^ y 2 确定的曲面也属于 §6.1.2 的习题3174中的直纹 
面，直线2/ = fcx 就是/的等值线.上述讨论就是利用了这些等值线. □ 


注以上两个题中所用的方法的根据在 于：若 f(x ， y) 在点 ( a ,6) 处有极限隼则在 
点 ( a ,6) 的去心邻域内，当点 (x,y) 沿着任意方向的直线趋于点 （ a ，6) 时，其极限也应当 
等于 >1. 具体来说，可考虑直线 : r = a 与 y = 6 + A :( a : - a ), 其中 —oo < /c < + oo .这时 
只要考虑一元函数的极限即可. 

对于习题3182来说，由于二重极限若存在只能等于0,因此只利用 fc = 1就解决了 
问题.对于习题 3183.2, 则也可以取两个不同的 A : 来解决问题. 

还要指出，即使点 (x,y) 沿着所有直线趋于点 （ cz ,6) 时，函数 f(x ， y) 都存在极限且 
相等，仍然不能保证/在点 ( a ,6) 的二重极限存在（参见后面 §6.1.4 的习题 3202( b ) 和 
§6.7.1 末的习题3682及其附图). 

习题 3184-3193 是关于二重极限和二次极限的计算题，其中还包括了基本类型（这 
是指 ( x , y ) ^ ( a ,6) 时的函数极限）之外的各种函数极限.下面举几个例子. 




习题3185求二重极限 lip 


x + y 


x^-xy + y- 


解由平均值不等式有 |rry| < 


0^ 2 

- xy^r 

可见所求的极限为 0 .口 




从而即可如下估计得到 

_y \ _ ^ kl + \y\ 二 1 j 1 

- \xy\ \xy\ ~ \x\ \y 


习题 3190 求二重极限 lim(x 2 + y 2 r V . 

y ->0 

解 l 这是 o G 型的不定式.取对数后求极限 

lim x 2 y 2 ln(x 2 + 以 2 )_ 


则从 


x 2 y 2 ln(x 2 +y 2 ) < ） ln(x 2 -ft/ 2 ) 


和 lim w 2 lnw = 0 可知木题的极限为 e G = 1 •口 

u -++0 

解 2 利用= 1和 力; _ 2 —彡— 主 觅，即可计算极限 如下: 


1^0 (： 

W —0 


y 2 ) x 2 y 2 = Hm 0 [(x 2 + y 2 ) x2 ^] ^ 2- 
1/->0 


=l ^ uu) ^_^ =1 „ =1 . d 


6.1.4 多元函数的连续性（习题 3194-3210) 


习题3196求函数 ti = 


的间断点. 


解函数 u 的定义域为: r + y#0 之外的点全体. 

对于定义域中的点，有: r + 2/ 一 0,因此可约去分子分母共有的因子 x + y 而得到 


U = 




由于上式的分母 X 2 - xy -\-y 2 ^ i(a: 2 + 2/ 2 )，即在/不同时为0时只取正值，因此函 
数 w 在定义域 x + y^0 内处处连续 • 

在直线 x + 2 / = 0上的点可写为 （x 0 , -x 0 ). 若其中的卻# 0,则由于对函数 u{x,y) 
取 （A 2/)— (吻， -xo) 的极限时， u 只能在 x + y 〆0上取值，因此就得到 


為。 = 為。 工 2 -i + y 2 = 

这表明所有满足抑/ 0的点（邱， -x 0 ) 为函数 U(:r，2/) 的可去不连续点. 


最后求函数 U 在点 (0,0) 处的极限.这时同样可以约去分子分母的共有因子 x + y : 
然后估计 如下： 

II = :c 2-_- 1 — 9 ^ . ? . = V -> +00 (X -> 0, " 0 )， 


Id + fl X ^ X y^y^ - | (x 2 +2/2) 3〆 + ㊇… 

因此点（0, 0) 是函数 U 的无穷型不连续点 .口 

注对此题补充几点： （1) 函数 U 在直线 x + y = 0 上没有定义，但仿照一元函数 

的情况，仍然可以讨论这些点是何种类型的不连续点； （2) 对于该直线上的每一个点 

( x 0j - x 0 ), 在它的去心邻域中 u 也不是处处有定义，这与一元函数中允许在函数的定义 

域的极限点处讨论函数的连续性是相同的； （3) 在本题的函数 u 的所有可去不连续点处 

用其极限补充定义后，就得到了函数— 1 - —— 2-. 

- XT/ 4- 


习题3202 ( a ) 证明： 函数 


，若 rr 2 + y 2 — 0: 


心) 十 2 +沪，…… 

[0， 若 x 2 + 2/ 2 = 0 

分别对于每一个变量 z 或 y (当另一变最的值固定时）是连续的，但对这些变 M 的总体 
不是连续的. 

解（概要）只有点 (0,0) 黹要 i 、 丨论.利用 >]题 3183.2 就知道 f [ x ， y ) 在点 （0,0) 处不 
可能连续 .口 

习题 3202( b ) 证明： 函数 

10， 若 x 2 + y 2 = 0 

在点 0(0,0) 处沿过此点的每一射线 

x = t cos a , y = ts'ma (0 ^ i < + oo ) 

连续，即存在 

lim / (t cos a , t sin a ) = /(0,0), 

但此函数在点 (0,0) 并非连续的. 


(t ^ 0 ). 


解将直线的参数方程代入函数/的表达式中，就有 

可见当 sin a ： = 0,即 a = 0,7 C 时上式恒等 T 0，而当 sina / 0时 f { tcosa , tsina )— > 
0 (t 0). 又根据/(0,0) = 0,因此 /(f cos a，t sin a ) I = = 0,可见 /( x ， 2 /) 在点 0(0,0) 
处沿着过此点的每一条直线连续①. <= ° 


® 将原题中的射线换为直线后结论仍成立. 


多元函数微分学 


然后观察函数/(X， y) 在经过原点0(0, 0) 的抛物线族2/ = fcrr 2 (A: 取所有实数）上的 
取值，就有 

/(x,fcx2) = = TTF {x ^ 0), 

这表明每一条抛物线2/ = fcp (除去原点 (0,0)) 都是函数 f{x y y) 的等值线.当 A： 取所有 
实数时， 1TF 取到 【一 去，引内的所有值.由于这些等值线都以原点 (0,0) 为聚点，因 
此函数 f(x，y) 在原点不连续（参见 §6.7.1 的习题3682及其附图). □ 

习题 3203.2 研究函数 u = y/^-h y 2 在平面 £ 2 = {|x| < -hoo, \y\ < +00 } 上的 
一致连续性. 

解 研究函数在两个相异点 (x,y), (x\y f ) 处的函数值 之差： 

广上 2 二1二〆 2 ! _ 

y/x 2 + 2/ 2 4- \Jx ，2 -f y ，2 
< |x -x ； l - \x + x'\ + ly - 2/|七 + y'l 
\ y/x 2 + y 2 + vV 2 + y' 2 

可见对任意给定的 e > 0, 只要取 5 = e/2, 则当 |:r 一 :r'| < - < 5 时，就有 

\u{x,y) - u(x , ,?/ , )| < e, 因此函数 u(:r,y) 在全平面上一致连续 •口 

习题 3203.3 函数 

/(x , y) = 9in _^__ 

在区域 a: 2 + y 2 < 1内是否一致连续？ 

分析当点 （ a:, y) 在区域: r 2 十 y 2 < 1内趋于其边界 a: 2 + y 2 = 1时，正弦函数的自 
变儀 f. x 2~ y 2 趋于正无穷大，因此函数值 f(x，y) 将在-1到1之间作无限次振动， 

从而不可^一致连续 .口 

习题 3203.4 给定函数 

x 

u = arcsm — . 

V 

此函数在其定义域五内是否连续？是否一致连续？ 

分析这时的定义域芯为满足 | x| < |2/|和 y # 0的所 
有点 (x j2/ ), 即如附图所示的阴影区域，但不包含原点.函数 
u 作为初等函数，在定义域内处处连续是没有问题的. 

由于在该定义域内经过原点（但不包含原点）的直线为函数 u 的等值线，且当直线 
为 z = fey (-1彡 fc 彡 1) 时，等值线上的函数值为 arcsin k y 因此在原点的任何去心邻域 
内，函数 tx 将取到闭区间 hf,f] 中的所有值，从而不可能一致连续（注意本题的方程 
属于习题3174中的类型) .口 



习题 3203.4 的附图 


从习题 3202( a ) 知道，若二元函数 f ( x , y ) 分别对 x 和 2 /连续，则并不一定是二元连 
续函数.下面的几个习题 3205- 3207给出了从对两个变量分别连续到二元连续的几个 
常用的充分条件. 

习题 3205 证明： 若函数 /( x , y ) 在某区域 G 内对变童 rr 是连续的，而对变 fly 是 
关于 I 一致连续的，则此函数在该区域内是连续的. 

解只要任取点 ( x 0 i y 0 ) eG 来讨论即可①. 

对于给定的 e > 0,根据函数/对: r 连续，存在心 > 0,使得当 | a : _ xo | <心时，有 

l/(^yo)-/(a ： o,2/o)| < y. 

又根据/对2/的连续是关于 ：r 一致的，因此对同一个 e ， 存在心 > 0,使得对于 G 内满 
足 |y - 2/ o | < J 2 的所有点 ( x ,2/), 同时成立 

f{x>yo)\ < 

取 J = min {5 i ,<5 2 }, 则当 | a ： - x 0 | < S } ||/- 2 / o | 〈彡时，就有 

\f(x,y) - f{x 0} y 0 )\ < |/0c ， y)-/(x ， j/o)| + |/(x ， y 。） 一 f(x 0 ,y 0 )\ < | + | = e ， 
因此 / 在点（抑， 2/ o ) 处二元连续 .口 

习题 3206 证明： 若在某区域 G 内函数 f ( x 、 y ) 对变 fi a : 是连续的，并满足对变诅 
V 的利普希茨条件，即 

1/( 工， 2/) — /( x ，2/")|< L |2/ — 2/"|， 

式中 ( x ， j /) gG ， ( x , y〃）G G ， 而 L 为常数，则此函数在该区域内是连续的 • 

解用习题3205的结论即可得到，从略 .口 

习题 3207 (杨氏定理） 证明： 若函数 f ( x ， y ) 分别对每一个变量 a ; 和 y 是连续的, 
并对其中的一个是单凋的，则此函数对两个变 M 的总体是连续的. 

解不妨只讨论/关于 x 为单调的情况. 

对于点 ( x 0 , y 0 ), 利用/对 x 连续，对给定的 6 > 0 , 

存在 A > 0,使得当 |x -: r 0 | <心时，成立 

\ f ( x , y 0 ) - f ( x 0 , y 0 )\ < Y - 

如右边的附图所示，在经过点 ( x 0 , y 0 ) 的水平线段 
{( x ^ yo ) | | x - x 0 | ^ S ,} 上的每一点处，其函数值与 

f ( x 0 ， y 0 ) 之差的绝对值小于 e /2. 习趕 3207 的附图 

然后利用固定 x = x 0 ± S 1 时函数/对 2 / 的连续性，存在5 2 ,使得当 | y 一如 | < 5 2 
时，同时成立 

①注意区域的定义为幵集，因此以点 ( x 0 , yo ) 为中心的充分小的邻域完全落在 G 内， 
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|/(®o - S u y ) - f(xo - < 音， 

|/( 0：0 + 5 i ， y ) - f(xo + Si , yo )\ < 

于是又成立 

\ f ( x 0 ±6 u y ) - f ( x 0 , yo )\ ^ \ f ( x 0 ±5 u y )- f ( xo ±6 i , yo )\ 

+ |/(xo ±<5 i ，2/ o ) 一 f ( xo , yo )\ 

< f + f = 6 - 

几何上这表明在附图的灰色矩形的左右两条边上的所有点处，其函数值与 /( x 0 ,2/ 0 ) 之 
差的绝对值小于 e . 

现在考虑灰色矩形内的每一个点 ( x , y ) 处的函数值 /( rr ， y ). 由于/关于 rr 申调， 
因此 f ( x ， y ) 必定处亍 f ( x 0 - Jiy ) 和 /(xo + 6 u y ) 之间. 如附图所示，矩形中的水平 
细直线上的每个点处的函数值被夹在该线段两端的函数值之间.既然这两个函数值与 
f ( xo , yo ) 之差的绝对值小于 e ， 则线段中间的每个点的函数值必定也是如此. 

为具体写出以上推理过程，不妨设/关于 x 为单调递增，于是当 | x - x 0 | < 5 U 
\y - yo \ < 知时，就有 

f ( xo - Si , y ) < /( x , y ) ^ f ( x 0 + S u y ). 

又因 Q 经得到了 

\ f ( x 0 ±6 u y ) - /( x 0 , j / o )| < e , 

因此就有 

f (工 o ， yo ) 一 e < f ( x 0 - S u y ) ^ f ( x ， y )< f ( x 0 + S lt y ) < f ( x 0 ， y 0 )+ e ， 

即成立 |/ b ， y ) - /( a : 0 , 2 / 0 )| 由于这对附图中灰色矩形内的每个点 （ rr ， y ) 都成立，因 

此就已经证明了 /在点 （ xojo ) 处连续 .口 


§6.2 偏导数 • 函數的微分（习题 3211.1-3360) 


§6.2 偏导数 • 函数的微分（习題 3211.1-3360) 

内容简介本节对应于一元微分学的§2.1、§2.3-2.5,只是计算更为复杂. 

6.2.1 一些基础性问题（习题 3211.1 -3212.3，3229-3234， 3251- 
3255) 

在这一小节中集中了与偏导数和全微分有关的一些基础性问题有关的习题，其中 
包括偏导数的定义、偏导数与连续的关系、偏导数与可微的关系、高阶混合偏导数与求 
偏导顺序无关的问题以及齐次函数的欧拉公式等. 

在下面附图的左边以图示的方式列出这方面的基本事实，并在右边画出一元函数 
的相应情况供比较.它们的证明可在教科书和 《习 题集》的某些习题中找到，从略. 




( a ) 多元函数 （ b ) —元函数 

函数的可（偏）导、可檐•与连续之间关系的示意图 

应当指出，在附图中凡是单方向箭头表示的关系，其反方向关系一般均不成立.为 
简明起见，在图示中均省略了 ®. 

这里简要地指出多元函数可偏导不能推出可微和连续的理由.对 f 一元函数来 
说，导数就是因变 M 相对于自变最的变化率，同时也是曲线的切线的斜率.然而偏导数 
/；( x 0 , y 0 ) 的存在只表明函数 f ( x , y ) 在点 ( x 0 , y 0 ) 处沿着 Oa : 轴方向有确定的变化率. 
同样， fy ( x Qy yo ) 的存在也只表明 f { x , y ) 在点 ( o ： o , yo ) 处沿着 Oy 轴方向有确定的变化 
率.下面就将举出例子，说明在这两个特殊方向存在变化率不能保证函数在点 ( x 0 , 2 / o ) 
连续，更谈不上可微了（建议读者想象该例子在几何上的意义). 

例题设二元函数 /( a ：， y ) = j 1 ’ x2/ = () ’ 则函数/在点（0,0)处不连续，然而却 

[0, xy 卢0， 

存在有尨(0,0) = /((0, 0) = 0. 

从附图左边可见，其中最强的条件是多元函数的连续可偏导（即存在连续的偏导函 
数)，简称为连续可微.今后讨论许多问题时对函数所加的主要条件就是连续可微. 

注“有界可偏导今连续”是后面的习题3254的推 论：若 /( rr，W 在点 ( x 0 ， y 0 ) 的一 
个邻域内存在有界的偏导函数 / i @， y ) 和 A (： r ， 2 /)， 则/在点 ( x 0 , yo ) 处连续 .（ 《习题 
集》中的习题3252还表明有界可偏导不能推出可微 .） 

①关于多元函数在这方面的研究还有很多,比较详细的材料可以在丨 30 j 的 §5.4 中找到. 



习题 3211.1 证明： r x {xM = 去 "[/( X 屢 

解记 f ( x ， b ) = ( fix '), 根据偏导数的定义有 
，//, M Vim /(® + Ax ,6)-/( x ,6) 

/也 b) = A lim o - AS - 

=lim 咖专 ) 二避 =^(x) 

Ax -*0 Ax ^ 


= ^lf( x ,b)l □ 


注本题虽然简单，但对初次接触多元函数微分学的读者来说，至少有两个意义: 
(1) 多元函数的偏导数计算就是一元函数的导数计算； （2) 为了求二元函数 /( a :， 2 /) 当 
2/ = 6时对 a : 的偏导数，可以先将其中的2/用 y = b 代入后计算，而不必在计算 K ( x , y ) 
后再用2/ = fe 代入.两者的繁简程度可能很不 相同. 下面就是这样的 例子. 


习题 3211.2 设 

求 / i (工， 1). 


/(工， y ) = x + (y - 1) arcsin ^ 



解由上题可见，只要用 y = 1代入函数/( X ， y ) 就得到 /( x ，1) = : r , 然后再对 x 求 
导就得到 / i ( x ，1) = 1 .口 

下面的习题3212含三个小题，都是《习题集》的新版中增加的，内容是多元函数 
可求偏导与可微之间的关系. 


习题 3212.1 设 /( a :， y )=_, 求尨 (0,0)和心(0,0).此函数在点 （0,0) 是否可微? 
提示本题是在点（0,0)处存在两个偏导数但不可微的例子 .口 

习题 3212.2 函数 /(: c ，2/)= 在点（0,0)是否可微？ 

解用 y = 0代入有 /(: c ， 0) = 2：， 因此 得到尨 (0, 0) = 1. 同样可得到乃(0,0) = 1. 
若/在点 （0,0) 处可微，则按照可微的定义就应当有 

= 0 . 

可是在分式中令 2 / = x , 该极限就是一个非零常数，因此/在点 (0,0) 处不可微 •口 



习题 3212.3 研究函数 

y) = 



在点 o ( o , o ) 的可微性. 


x 2 + y 2 > ◦， 
x 2 4- 2 / 2 = 0 


提示 /( x , y ) 确定的曲面可由 §2.5.5 的习题 1225( 关于函数 ( x ^ O ), 
/(0) = 0的研究）的曲线旋转得到，由此可见该曲面在原点处具有水平的切平面，因此 
可猜测出本题的答案是可微 .口 


习题3229的三个小题和习题3230的两个小题都涉及二元函数的两个二阶混合偏 
导数的计算.在一般的教科书中都证明了下列 结论： 当高阶混合偏导数连续时，它们的 
值与求偏导的顺序无关.习题3229就是这个定理的具体验证，而习题3230则举出了二 
阶混合偏导数不相等或不存在的例子. 

习题 3231-3234 是关于齐次函数的欧拉公式.以三元函数 w = /( rr ，?/， 幻为例，若对 
于 t > 0成立 

f ( tx ， ty , tz ) = t n f ( x , y , z ), 

则称/为 n 次齐次函数. 

在/连续可偏导时，任意固定/的定义域中的某一点 ( x 0 , t / o ^ o ), 将等式 

f ( tx 0 , ty Q , tz 0 ) = t n f ( x 0 , y 0 , Zo ) 

对 t 求导得到 

XQ df(txo^yo,tzo) + yo df(txMz 0 ) + ^dfjtxotyo.tzo) = nt n^ f{x ^ z ^ 


令其中的 f = 1 ，并利用点 ( x 0 , 2 / o ^ o ) 的任意性，就得到 

+ y MwI + z M^A = nfiXt y, z) . 

这就是欧拉公式. 

反之，可以证明这也是可微函数/为 n 次齐次函数的充分性条件.这就是下面的习 
题 3232. 

习题3232 证明： 若可微函数 u = 满足方程 




nu y 


则它为 n 次齐次函数. 
解作辅助函数 


增 = 座 n 

则在£ > 0时就可将 F ⑷对 i 求导得到 

= 長(工备 + y 若+么备)+ (- n r n - 1 )/加，以亡 2). 

用 t = 1代入，然后利用题设条件，这样就有 F f { t ) = 0. 可见 F ( t ) 在纟 > 0时为常值函 
数. 又从 m 的定义可见有 F ( l ) = 因此就得到要求证明的 等式： 

f(tXyty,tz) = < n /(x, y, z). □ 


习题 3234 设 u = /(： E ， y ， 2 ) 是二阶可微的 n 次齐次函数， 证明： 

( x -£- ++ z ^) 2u = n(n - 1)u - 

解（概要）在 = 两边对 i 接连求导两次，然 后令纟 = i 代 

入即可 .口 
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习题 3251-3253 是关于可偏导和可微关系的习题.习题3251与前面的习题 3221.1 
类似，习题3252表明（参见前面的附图）在连续可偏导保证可微性的定理中，偏导数连 
续的条件不能减弱为有界，习题3253则表明上述充分条件并非是必要条件. 

习题3254 证明： 在某凸区域 五内具 有有界偏导数尨 Or , J /) 和 以 x ， y ) 的函数 
在此区域内一致连续. 

解根据条件，存在正常数 A 使得在凸区域五上处处成立 \ f r x (^ v )\ < L , 
\ f f y ( x , y )\ < L . 对于给定的£ > 0,取 (5 = 以下将证明，对于£；中的任意两点 

和 M 2 (a ： 2,2/2), 只要它们的距离 p(A^ ， M 2 ) = y/{x\ - X 2) 2 4- (yi - 2/2) 2 < 古， 

就有 


\f(x uyi )- /(x 2 , 於 )1 = |/(M0 - /(M 2 )| < 2Lp(M u M 2 )<2L6 = e. 

由于 E 为凸区域，因此联接点和,％的直线段完全落在区域 E 内. 以下如附图 
( a ), ( b ) 所示，分两种情况来作出证明. 




(1) 若以直线段 WAh 为直径的圆完全落在万内，则在该圆周上的点（：^，2/ 2 )和 
( x 2 , yi ) 也都在£内.如附图⑷所示，不妨取点 P { x 2 , y l ) 1 则就可以用拉格朗曰微分中 
值定理得到在 X !, o : 2 之间的 《和 y u y 2 之间的7?,使得成立所要求的估计： 

1/( 工 1，?/1) 一 / (^2, 2/2)1 ^ 1/( 工 1，2/1) 一 /(尤2,2/1)| + 1/(^2, 2/ l ) - /( 工2，?/2)| 

= |/i( 《， 2/l)l • 1 工 1 - 抑 | + \fy{X2yV)\ - \yi-V2\ 

彡 2 Lp ( Mi , M2 ) < 2 LS — e . 

(2) 若情况 （1) 中的条件不满足，则利用区域 E 为开集，存在/? > 0,使得点和 
Af 2 的两个半径为的开邻域完全落在 E 内.如附图 （ b ) 所示，作这两个圆的两条公切 
线，则利用为凸区域的条件就可看出，在直线段上的任何两个点 A /' M "， 只 
要它们的距离小于2仏就可使得以 WW 1 为直径的圆完全落在 E 内. 

在上取有限个点吨, M (，… ， M ;， 使得叫=奶， M ; = %，同时 
( a ： = 0 ,1, • • • ， n - 1) 的长度均小于 2/2 (附图 （ b ) 中取 n = 5). 

记点的坐标为0^，％)，* = 0,1,---,71,然后重复情况 （1) 中的推导，就可以估 
计得到 

一 /( M; +1 )K 2 M ^, M f k+1 ) (fc = 0, l ,.-., n - l ). 


§6.2 偏 导数. 函数的微分（习题 3211.1-3360) 


将这些不等式相加即可得到 

71—1 

|/(M0 - /(M 2 )| ^ l/( M () - ^ 2Lp(M u M 2 )<2L6 = e •口 

注 1 由此可见，在题设的条件下， f ( x , y ) 不仅一致连续，而且还是满足利普希茨 
条件的连续函数（利普希茨常数为 2L). (还可参考后面 §8.17.1 的习题 4414.2 及其注 •） 

注2回顾 §1.9 的最后一个习题 806.2, 即有限开区间上的连续函数可连续延拓到 
闭区间上的充分必要条件是该函数一致连续，本题的二元函数 /( x , y ) 也可以连续延拓 
到区域 E 的闭包£上，从而成为有界闭区域上的一致连续函数，而且还满足利普希茨 
条件.证明的方法与习题 806.2 类似. 


注3本题条件中的区域的凸性条件至关重要.若去掉此条件，则结论就不能成 


立. 以下是将 [13 j 的第九章第11题中用于其他目的的例子改造后得到的函数 
设£是单位开圆盘去掉其中原点和正 0: r 轴上的点所 


得的 区域: 


E = {( x , y ) \ x 2 + y 2 < 1, 且当 y = 0 时 re < 0}， 
然后在 E 上定义 


/(^y)= 



如 （ x ， y ) € E 且 : c > 0, y > 0, 
如 是芯 中的其他点. 


如右边的附图所示，区域 E 用阴影区表示，其中在第一象 
限中有 f ( x iy ) 其余处都是 /( x , y ) = 0. 容易想象由 
z = f [ x 、 y ) 给出的空间曲面的形状. 



习题3254的补充附图 


不难验证 f 在 E 内具有有界的偏导 数尨和 & (且后者恒等于 0), 但当点 M ^ xuy !) 
和 M 2 (: c 2 , y 2 ) 在五 内分别从 y > omy <0 的部分趋于点（1， 0) 时， f { x uyi ) 趋于1，而 
/( x 2 , y 2 ) 趋于0,由于这时的距离 p ( M l 9 M 2 ) 趋于0,因此/在 E 上不一致连续. 

注4由于本题的条件不能保证函数/可微，因此在证明中没有采用链式法则工 
具.这方面可以参看后面 §8.17.1 的习题 4414.2 及 其注. 


习题3255 证明： 若函数 /( x , 2 /) 对变暈: r 连续（对每一个固定的值？ /) 且有对变暈 
V 的有界的导数 r y {x,y), 则此函数对变量 x 和2/的总体是连续的. 


提示引用 §6.1.4 的习题3206的结论 •口 


6.2.2 偏导数计算 I ( 习题 3213-3228, 3235-3250) 

这一小节是一阶和二阶的偏导数与微分的计算，此外还有用一阶微分代替增量的 
一些近似计算题. 

习题3223 求函数 u = 的一阶和二阶偏导数. 

1 一即 
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解1先计算 U 关于: T 的一阶偏 导数： 

du = 1_ ( x + y V = (1 - xy) 2 (1 - xy) - (-y)(x + y) 

dx ~ 1 +(_£_±iL) 2 (1 — 工 y 尺一 1 x 2 -f y 2 + x 2 y 2 (1 - xy) 2 

= i+i/ 2 = 1 

一 (l+x^l+y 2 ) ~ l + rr 2 . 

由对称性就可知有^ 

然后即可继续计算得到 

2x d 2 u _ d 2 u _ n d 2 u 2y 门 

dx 2 (1 十 x 2 ) 2 ’ dxdy dydx ^ 5 dy 2 ~ (1 + y 2 ) 2 ' 


解 2 利用反正切加法定理（见 §1.8.2 的习题776及其附图 2), 就有 

axctan = arctan x 4- arctany + 0 n 7 

丄— 无 y 

其中0 = 9(x y y) 是只取一1，0,1三个值的函数，且于: q/ # 1的点 ( x,y) 的充分小的邻域 


内为常值函数，因此只要求偏导即可得到与解1相同的答案 .口 

习题3225求 u = \ o 的一阶和二阶偏导数. 

v / x 2 +2/ 2 + z 2 

解1记 r = v^ 2 + f + z 2, 则可先计算得到 


dr x 
石 = 7, 

然后从出发即可求得 





再由对称性得到 


du _ y du 

瓦一 ■，石 = 


r 3 


在上述一阶偏导数的基础上可计算得到二阶偏导数 
= 一_ L + 3x . dr = 一_ L + 3xi d 2 u 

dx 2 r 3 r 4 dx r 3 r 5 dxdy 
然后再利用对称性可得到其余的二阶偏导数，从略 .口 




dr _ 3xy 
dy r 5 


解 2( 全微分法）由一阶全微分与偏导数的关系 

du = dx 4- dy 4- dz 

可知若能求出 du， 则也就同时求出了~有的^阶偏导 

令 r = y / x 2 -^- y 2 -h z 2 , 则有 u = y . 利用 rdr = xdx + ydy + zdz 和一阶微分的 
形式不变性，即可得到 

du = -I = 一士 • rdr = _ xdx ± y ^± zd L 

r 2 r 6 r 3 

于是就得到普 = -,，I = 一長和普=一含. 

又利用当X，2/，2为自变量时的二阶全微分有下列表 达式： 



偏导数.函数的微分（习趙 3211.1- 


d 2 u=(dx^ + dr^ + d^)u ， 

因此只要求出 d 2 u 也就同时可得到所有的二阶偏导数. 

^ du = _ dr 出发即可得到① 

r 心=军一今. 

r 6 r z 

对于 rdr = xdx-^ydy + zdz 再求微分，就得到 

( dr ) 2 + rd 2 r = ( dx ) 2 + ( dy ) 2 + ( dz ) 2 . 

合并以上就可得到 

= 4 • ㈣ 2 - 恤) 2 + ( 办) 2 +产) 2 - (州2 

r 5 r 6 

=含. {3 (x dx 十 2 / dy 十 z dz ) 2 — r 2 [( dx ) 2 + ( dy )' 

由此即可得出所有的二阶偏导数，例如 

d 2 u _ 3 x 2 — T 2 d 2 u _ 3 xy 
dx 2 r 5 ’ dxdy r 5 

等等. 口 


㈣ 2 j} 


习题 3236 求函数 ti =王的一阶和二阶微分. 

y 

解这里/为自变 fi , 因此 d 2 rr = d 2 2 / = 0,于是可计算得到 

du = dx — dy r d 2 u = — dx dy 4- dy 2 . □ 

习題 3238 求函数 u = ln 的一阶和二阶微分. 

解仿照习题3225的解2的方法可如下计算.令 r ( x , y ) = y / x 2 + y 2 , 则从 r 2 = 
x 2 + 2/ 2 先计算得到 

r dr = xdx + y dy , dr 2 + r d 2 r = dx 2 + dy 2 . 

然后即可对于复合函数 tx = lnr ( x iy ) 求出 

dti = l dr== ^^_， 

r 

d 2 u = - dr 2 y d 2 r = ^~[-2( rdr ) 2 + r 2 ( dx 2 十 dy 2 )] 

= ^ tKl / 2 - x 2 ) dx 2 - 4 xy dxdy (- y 2 - I - x 2 ) dy 2 ]. □ 

习题 3242 设函数 /( rr ， ％ 2 ) = 求 d /( l , 1,1) 和 d 2 /( l ， 1， 1). 

解取对数得到 In /= 丄 (In a:-In y ), 然后求导就得到 

z 

# = 丄 da: 一丄 dy - 心 • 

/ xz yz y z 2 

①注意区别 d 2 r ， d ( r 2 ) 和 ( dr ) 2 . 习惯上也经常将 ( dr ) 2 , ( da :) 2 等记为 dr 2 ， dr 2 等. 
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^ x = y = z= l 代入，因有/( I ，1， 1) = 1，就得到 

d /( l ， l ， l ) = dx - dy. 

为了计算 d 2 /( l ， l , l )， 至少有两个方法.第一种方法是如上面那样求出 d 2 f(x iy ,z) 
后再令$ = ^ = 2 = 1代入，计算量也 不大； 第二种方法是通过求出在点（1，1， 1) 处的所 
有二阶导数后得到二阶微分.下面试用第二个方法. 

}kr x {x,y,z)= 出发，由 /( x ， l ， l ) = a : 得到尨 (: r ， l ， l ) = 1,再求导得到 

XZ 

= 0 .由 /( l ， y , l ) = 含得到 /^( l , y , l ) = - i -, 再求导得到 /4(1，1，1) = —1. 
又由/( I ，1， z ) = 1得到以1， U ) = +，再求导得到 尨 (1, 1, 1) = —1. 

然后从 /^ r ， y ， 2 ) = - 出发，由忍 ( l ， y ， l ) = 一+ 求导得到 /二(1， 1,1)= 

2,由 /(( I ，1，4 = 一士 求导得到 /仏(1，1， 1) = 1. 

最后从 f f z (x，v，z) = - lnX J 2 ln2/ ./( x ， y ， z ) 出发，由 /^( l , l , z ) = 0求导得到 

/二(1，1，1) = 0. ^ 

综合以上就得到 

d 2 /( l ，1,1) = /二(1，1， 1) dr 2 + /^( l , l , l ) dy 2 + /； z ( l , l , l ) dz 2 

+ 2/^(1, l , l ) dxd2 / + 2f^ / z (l,l i l)dydz + 2 /二 (1, 1， 1) dzdx 
= 2 dy 2 — 2 dz dy 十 2 dy dz - 2 da : dz . □ 

习题 3244( c ) 假设 0 ；， 2 /的绝对值很小，求/(尤， 2 /)=虹(^仙^^的近似公式. 

解由于/(0,0) = 0,因此可用 d /(0,0) 来近似代替 f{x,y). 

从 /( a :,0) = arctan x 得到 /^(0,0) = 、 ■ 二》 = 1. 由对称性即有 /^(0,0) = 1. 
再利用 dx = Zia : = x — 0 y dy = Ay = ?/ — 0, 可见就有 

/(:， y > = /( n /)-/( o , o ) 

« /^(0,0) dx + / y (0,0) dy = x + y •口 

习题 3245( c ) 用微分来代替函数的增量，近似地计算 V 1.023 + 1.973. 

解记 f{x,y) = y/x^ -f y 3 , 则 /( I ， 2) = 3. 现在有 dx = Ax = 0.02, dy = Ay = 
-0.03, 因此需要求出尨(1， 2 )和 以1，2). 

从 /( o ;, 2) = V^T8 得到尨(1， 2) = +.又从 /( I ， y ) = x /1 +F 得到乃(1， 2) = 2, 
于是就有 

/(1.02, 1.97) « /( I ， 2) + 尨(1， 2) dx + /；( l ,2 )dy 

= 3 + 0.01 — 0.06 = 2.95. □ 

注用计算器得到/(1,2)« 2.950 69, 可见用微分代替增量对本题来说是不错的. 



§6.2 偏导数.函數的微分（习題 32 11.1_ 33 60) 
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6.2.3 偏导数计算 n (习题 3256-3279, 3283-3304) 

这一小节包含两个内容： （1) 高阶偏导数和高阶微分的计算， （2) 复合函数的偏导数 
和全微分的计算. 

解将^改写为 U = l + ■，则可先对0：求 m 次偏导得到 

&=心 1 )〜! . ( i^TT = 2( - 0^1 
= 2 (- 

然后再对2/求 n 次偏导得到 

a_u _ or-n^rni. ^•( m + 1 )"-( m ^ n ) _ rn...(m + n— 1 ) 、 

dx m dy n 一、〉 V (x - y)^^ 1 (x - z/) m+n ) 

= 2(-ir(m-fn-l)!- ( 二 { 二 • □ 

习题 3267 证明： 若 t / = /( xw ), 则 = F ( t ), 式中 f = xyz, 并求函数 R 
解逐次求偏导即可证明 如下： 

| J = Xyf 机备 =⑷ + AW )， 

= /,(<)+ 零广⑴ + 初 w ) 十工 = 尸⑷ +3 «r («) + t 2 nt ). 

上式最后一个表达式就是所要求的 F(t). □ 


习题3268设 

u = x A - 2x 3 y - 2xy 3 + y 4 + x 3 — 3x 2 y - 3xy 2 + y 3 

+ 2 x 2 - xy + 2 y 2 + x + y + 1， 

求 〜 偏隸 0 ， ^ w - 祭等于 什么？ 

解从四阶微分的定义可见，在 u 的表达式中，除了前四项组成的四次多项式之外， 
所有其他项对 d 4 u 的贡献只能是 0. 

利用求微分运算的线性性质就可以先求出所要求的偏导数为 

發 = 泰的 = 24 ， a !% " a ^ (_2a：3j/) = ~ 12, 3^2- = o . 
W = a ^ ( - 2iy3) = - 12> l ^ = ^ (y4) = 24 - 

然后即可得到 
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d4u =+ dv ~ t) 4u 

= 乜 4 春(- 4 ) + 恤3 <1^(-2^) + 吻均3泰(_ 2 蚋 + dy ^y 

= 24 dx 4 - 48 da : 3 dy - 48 dx dy 3 + 24 dy 4 
■• ，■= 4! ( dx 4 - 2 dr 3 dy - 2 dxdy 3 + dy 4 ). □ 

注本题对四次多项式的四阶微分计算与《习题集》中的习题3269, 3273都是习 
题 3279的特例.（习题3279的结论对于一般多元齐次多项式都成立 •） 


习题3276求 d n u , 若 u = X ( x ) Y ( y ). 

解由 n 阶微分的一般计算公式即可得到 

( 如丟 + ⑻ ny)l 

Ar =0 

= E C "• - d - a : S y) 以 = j2 c " d；ex ⑷ ^ k y(y)- □ 

k=0 QX ay k=0 

习题 3279 设 fU ： r ， j /， 幻为 n 次齐次多 项式.证明: 

d n P n ( x , y , z ) = n ! P n ( dx , dy , dz ). 

解 P „( x , y , 2 ) 是形式为 A ijk x i y ^ z k 的所有项之和,其中 i , j ， A : 取0,1,…， n 中的 
非负整数，且满足 i + j + A : = n . 由于微分运算具有线性性质，因此只要对于系数为1 
的单项式 x i y j z k 证明成立公式： 

d n ( xV 2 fc ) = n \ dx i dy j dz k . (6.1) 

下面对 n 用数学归纳法来证明公式 (6.1) 成立. 

对 n = 1，满足 i + j = 1的 i ， i , A 中只可能有一个等于1，其他两个等于0.这 
时公式 （6.1) 的成立是平凡的. 

现设 （6.1) 对 n 成立，然后考察该公式当 n + 1时如何. 

这时设三个非负整数 i ， j ， fc 满足约束 i + j + fc = n - M . 于是有 
d n+ 1 (xV^) = d n [d(xV^)] = A n {ix i - l y j z k dx^ jx i y j ^ l z k dy + kx^z^dz) 

= id n (^ V ^) dx - f - jcTix ^^ z^dy kd ^ x ^ z^dz 
=(i + j . + fc ) • n ! dz 1 df d / = (n -f 1)! dx * dy ^ dz k . 

注意在上式中对于 c ^ O ^ 1 〆 #), ^( xV 1 ^), d n ( xV 2 fc - 1 ) 的计算使用了归纳假设. 
同时还可看出，在 i ， j ， A : 中出现0时由于相应的项必定为0,这些计算不必进行 .口 

习题 3284-3304 是复合函数的偏导数和微分计算.这时需要注意，自变量的二阶微 
分必然等于0,但中间变量的二阶微分没有这个性质. 

以二元函数为例，若 u = f ^ rj ) 中的《和 77 为中间变量，即它们本身是其他（一个 
或多个）变量（例如 A % 2等）的函数，则由于一阶微分的形式不变性，我们仍然有 


§6.2 偏 导数. 禹數的微分（习題 3211.1-3360) 
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du = 4- drj . (6.2) 

从 (6.2) 出发再求一次微分则得到二阶全微分的计算公式为 

心= 争啦 2+2 蠢 ㈣ + 眘初 2 +督 d2 卜普 d 〜， ㈣ 

当$和7?为自变量时最后两项消失®. 

习题3284求复合函数 = 的一阶和二阶导数. 


解1直接用复合函数求偏导的链式法则可依次汁算得到®: 

0 = fn { x > f ) + 7 /( 2 (*. f ) + 古斗， f )’ 

蠢 = 十 S - f f " 2 ( X ' j )~ 

祭 = ，处， f ) +梦成卜，晋 ).□ 

解2 (全微分法）利用公式 （6.2) 和 (6.3), 由于木题的 e = x,r/= 因此有 

y 

= dx y d 2 ^ = 0, 


drj = - 含办， d 2 ” = dxdy 4- 學 dy 2 . 

将它们代入公式 (6.2) 得到 

du = /{dx + /^ (含 dx - 含 dy ) = (/( + » - 含 /《 dy , 

然后再用关于《， 77 的一阶和二阶微分代入公式（6.3)，就可整理得到 


d 2 u = f [\ dx 2 + 2fi2 ^ 如 - 含 dy) + /么 ( 含 dz - , dy) 


+ /;(-泰 dxd 2/ + 爹 dj / 2 ) 

= (/li + ~-/i2 + -V/22) dx2 + 2 ( - fi2 - 含/么 - A-/2) d 工 d 2/ 

^ y y y y 

+ (^r/22 + -p-/a) dy 2 , 

由所得的 du 和 d 2 t/ 即可得出与解 1 相同的全部答案 .口 


①若€和7/是 自变盘 的线性函数，則也有 d 2 e = d % = 0. 

⑦为了不发生混淆，以下分别用记号 /( 和表示/对其第一个变贵和第二个变置的一阶偏导数，并将 
这种记法延伸到二阶 和更髙 阶的偏导数. 


6.2.4 微分表达式的计算和应用（习题3280-3282, 3305-3320) 


习题 3281( b ) 设 




对于 u = \n yjx 2 + y 2 求△乜. 


一 u 4- 


解利用 §6.2.2 的习题3238的答案，就有 

d 2 u y 2 - x 2 d 2 u _ — y 2 十 x 2 
Or 2 + y 2 ) 2 ’+?) 2 ， 

可见有八加 y / x 2 + y 2 ) = 0. □ 

注称本题的 △ = I + $为二维拉普拉斯算子，又称 Au = 0为拉普拉斯方 

程.它是一个重要的二阶偏微分方程.称拉普拉斯方程的解为调和函数.如木题所示, 
u = ln 就是去心平面 R 2 - {(0, 0)} 上的二维调和 函数. 

习题 3282( b ) 设 

( f ) 2+ ( 奢 ) 2+ ( f ) 2 , 祭+0， 


对于 W = 


^+y2 + 2 2 


求 Aiti 和〜仏 


解记 r = V ^ 2 +? +只利用 §6.2.2 的习题3225的答案，就有 

AiU = ( t ^) 2 + ( t ^) 2 + ( 牙 ) 2 = ★， 

△_(-★+ 學 )+( - ★+ 等 )+( - ★+ 聲 H ■口 

注与习题 3281( b ) 的注类似，称本题的 A 2 为三维拉普拉斯算子， A 2 u = 0为拉 

普拉斯方程， u = 为去心三维空间 R 3 - {(0,0,0)} 上的三维调和函数. 

y / x 2 + y 2 + 2 2 

习题 3305-3306 提供了今后经常有用的两个工具.由于它们的证明都不难，以下只 
解出前 一题， 请读者完成后一题. 


习题3305设 u = /( r ), 其中 r =⑭+ y 2 + /，而/为二阶可微的函数. 

Au = F ( r ), 

其中 Au = 0 + I + 0， △ 为拉普拉斯算子，并求函数 R 

解先计算 r 关于 I 的一阶和二阶偏导数，得到 

3 r _ 王 d 2 r _ 丄 _ x 2 

然后计算 u = /( r ) 关于 x 的一阶和二阶偏 导数， 得到 

0=广 K 备) 2 +作)祭=斤) f + 作 )( U . 


证明 
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利用对称性即可得到 u = /(r) 关于2/和2的二阶偏导数，从而求出 

/〃⑺ (睪 +晷+ *) + />)(*- =/»+罕， 

可见 Au 确实是 r 的函数.将它记为 F(r), 则得到 F(r) = /〃(r) + □ 

注若取 /( r) = |，则尸 (r) = -長， /〃(r) = |，于是即可得到 F(r) = 0. 这就 
是习题 3282(b) 的后半题. 


习题3306 设 u 和 T； 为二阶可微函数， △ 为拉普拉斯算子，证明 

A(uv) = uAv + vAu + 2A(u ) v), 


其中 


\( u _ du dv , du dv . du dv 


•瓦 • 


注若引入梯度向最 gradu= (普，普，普)的场论记号 Vu ®, 则有 〉 

Vu • Vi;, 即向最 ▽!/ 和 Va; 的标量积（也称为数暈积、内积、点积). 

习题3307 证明： 函数 

u = In y/{x — a ) 2 + (y - b ) 2 
(a 和 6 为常数）满足拉普拉斯方程 

d 2 u , d 2 u _ 0 
dx 2 十 dy 2 一 U .. 


注这是习题 3281( b) 的推广，计算是类似的. 


习题3308 证明： 若函数 u = u(x >y ) 满足拉普拉斯方程，则函数 

v = u {^2fyT^-^y2) 

也满足此方程. 


解记中间变量为 

导数如下（过程从 略)： 

,= y 2 - x 2 

^ 一 （ x 2 + 2/ 2 ) 2 


^XX = 


2x 3 - 6xy 2 

P + y 2 ) 3 ， 


Vx = ~ 


(x 2 + y 2 ) 2 


Vxx = 


6x 2 y - 2y : 


V = 


+ y - 


，则可先计算 t r/ 的一阶和二阶偏 




2 xy 


化 2 + y 2 ) 2 ’ 


C = 


一 6x 2 y - 2y : 


(x 2 +y 2 ) 3 ， 

— y 2 • 
( x 2 + y 2 ) 2 . 


C = 


6xy 2 — 2x 3 
(x 2 -f y 2 ) 3 


,xx (x 2 + y 2 ) 3 ， 
然后即可计算得到 


0 见后面的 §6.2.6 或第八章的 §8.17.1. 




^77 




一 2y 3 - 6x 2 y 


(x 2 + y 2 f 
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K = u Ux + u Wxy v， y = u， l^y + u Wy^ 

< x = uUC) 2 + 2u^W x + ⑽) 2 + <C X + «x， 

< y = <此) 2 + 2 u '/« + n ' 2 ' 2 (<) 2 + 

利用匕 =— <， 6 即有⑹ ) 2 + ⑹) 2 = (<) 2 + K ) 2 , ，且有 

= 0, △!? = 0, 因此将上面的最后两式相加，并利用 Atx = 0,就可得到 

△” = t4'x + = K: + < 2 ) • [(G) 2 + &} = 0. □ 

注回顾以上的求解过程，可以发现在得到 G = -<， G =私之后就可由此推出 

m -«)x = - (從= - ⑹);= 

Vxx = {VxYx = (Ox = (C) ，V = -WyYy = -心， 

即有 △€ = Ar / = 0,因此前面对于 《和 r ? 的二阶偏导数计算是不必 要的. 这样就可导致 
更为一般的结论，即 §6.4 的习题3502,而本题即是其特例. 

习题3309 证明： 函数 u = —( a 和 fe 为常数）满足热传导方程 

2ay/ltt 

也 一 a 2 ^- 
说一 a 如 2 • 

注只要直接计算即可，从略.这里要指出，本题给出的虽然只是热传导方程的一 
个特解，但从后面 §7.3.3 的习题3840题可知，这个特解在初值问题（一般称为柯西问题) 
的解的表达式中起了关键作用，因此本题的这个特解被称为基本解. 

习题3311 证明： 函数 

u = - (式中 r = y/(x- a) 2 + (y - b) 2 十 （z — c ) 2 ) 

当 r 一 0 时满足拉普拉斯方程 

△旧發 + l # + l # = 0 . 

注见习题3305的注，本题只是该题的特例，且与习题 3282( b ) 几乎 重复. 

习题3312 证明： 若函数满足拉普拉斯方程，则函数 

u ( 脊 ，孕，亨 ) 

(式中 A : 为常数 ，r= ^ 2 + 2 / 2 + 2 2 )也满足该方程. 

解 为简明起见，下面将使用梯度向量 Vu 的长度 || Vu || 和标量积 SJu.Vv 等记号. 
由于常数 / c 2 在本题的证明中不起作用，以下取 k = l. 

记中间变量€ = >， W C = ^••从 vr = tx 出发，应用习题3306的公式，则 

得到 

A(rv) = rAv vAr + 2A(r y v). (6.4) 

可见为了证明 At ; = 0,只要分别计算 (6.4) 式中的其他各项 即可. 


§ 6.2 偏导数 • 函数的微分（习題 32 ll . l - 33 60 ) 
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以下分几步来做. 

(1) 由 r 的定义即可计算得到 Ar=| -(参见习题 3305), vAr=^. 

(2) 由于 A(r，W = Vr • Vi; (两个梯度向量的标量积)，先分别计算出 

4 =-含★-亨) + X - 学) + x - 管), 

M - 学)+ X 長-竽 h M - 学)， 

”:=_含《 + f « i (-亨) + 7 U2 (- *) + T U3 (★_*)， 

即可计算得到 

vAr -f- 2A(r, v) = 4- 2Vr - Vv = —— \{xu\ 4 - yu2 + zu^). 

(3) 最后一步是计算 A(rv)\rv = 即可得到 

㈣ + « + 4 Ci ， 


(rv)： x = t4(<) 2 + ^(C) 2 + 2u f { 2 ^ x -f + 2^C ^； 


+ u lixx + u 2Vxx + u 3Cxx» 

于是利用对称性即可得到 

△M = (O (O ( tv)^ z 

=<i II veil 2 + 41问| 2 + 4IIVCII 2 + 2< 2 . Vt , + 20 ▽< 


+ 2^VC - 4 - tiX + u^Arj + 

最后计算中 间变量 (川乂 的一阶和二阶偏导数（这里可以参考习题3308的解1中已经 
列出的结果). 

从卜含 并利用对称性即可得到所有的一阶偏导数： 



然后即可得到 

IIVCII 2 = IIVtjH 2 = HVCII 2 = 


. Vt / = V?7 • VC = VC • = 0. 


再计算二阶偏导数，先有 


2 x , 8 xy : 


ox c u _ 

于是即可得到 △€ = 又由对称性即可得到 


， Cz =- 


2 x . 8 z 2 x 
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Arf =— 


2 y 


△C = _ 


2z 


将所有这些结果代入△(『〃）的上述公式中，就可得到 

A(ru) = -—-(lii! + U22 + U 33) — + (m’l + 2/4 + zu， s) 

利用 △u(z， 2 /，2) = 0, 就得到 

A(rv) = - (xu\ -f yu r 2 -f zu ; 3 ) = vAr + 2A(r, v). 
综合以上结果就可以知道 7 在等式 (6.4) 中只能是 △" = 0. □ 


习题3313 证明： 函数 


C x e- ar + C 2 e ar 


(式中 v^ 2 +2/ 2 + d ， 为常数)满足亥姆霍兹方程 


解 1由于方程为线性，因此只要分别对于 u 等于^•和 f 作出证明即可.又 
由于方程右边的系数 a 2 = (-a) 2 , 因此只要对其中之一作出证明也已足够. 

设/⑺=^1,用习题 3305 的答案，于是就有 


nr ) = 


c ar 

r 2 


J f ， ( r )= 


a 2 c a, 


2ae ar 


然后就可得到所要求的结果： 

△($)0) 


+ 


2尸 (r) _ 


□ 


解2 如解 1 所示只考虑 e ar / r . 利用习题 3306 提供的公式，则有 

△(手 ) =，△(+) + +△(，) + 2 V (|) • ▽『). 

由习题 3282( b ) (或习题 3311) 知上式右边第一项为 0 .从 

(，); = ae -. f ， （+)， -一 


r 3 


( o '“ = 

并利用对称性，即可得到 

A(e ar ) = a 2 e ar + ae c 

将它们代入前面的公式即可得到 


2 


( H )， 






习题3314设函数 w = u\{x,y,z) 及= u 2 {x,y,z) 满足拉昔拉斯方程 Au = 0. 
证明： 函数 

v = iii(x，y，z) + (x 2 + y 2 + z 2 )u 2 (x,y, z) 

满足双调和方程 

A(Av) = 0. 


§6.2 偏导數.函数的微分（习题 3211.1-3360) 


提示可多次使用习题3306提供的公式以减轻计算量 •口 

习题3315设 /( a :， y ， 2 ) 是 m 阶可微的 n 次齐次函数.证明 

(怎去 + 2/-^- + 2 去 ) 爪， ( 工， 2 ) = n(n - 1) • • • (n - m + l)f{x,y,z). 

提示 m = 1 即欧拉公式（见 §6.2.1 的习题3232前的说明 )， m = 2即习题 3234. 
可试用证明欧拉公式的方法 .口 

习题3320设 

x 2 = vw 、 y 2 = wu, z 2 = uv^ 

/( 工， V>z) = F(u y v,w), 

证明： 

xf ^ yf ^ zf ^ uF ^ vF ^ wF ^. 

解若设为自变量， ix , u ， z /; 为中 间变跫 ，则就有 

fL = 十 Kv ^ 

= « + FW y + F >;， 
f ： = K< + F >； + F>；. 

于是得到 

^fx + yfy + Z fz = K i XU x + V U， y + ZU， z) + K {^ V x + V V y + ZV z) 

+ F r w {xw' x + yvjy-\- zw f z ). 

由题设的变谡代换方程可以解出 



其中不论取正号还是负号， u , v ， u ; 都是 x ， y ， z 的次数为1的齐次函数，从而根据欧拉公 
式就有 

xu’ z + yUy + zv! z = it, xv' x 4 - yVy 4 - zv f z = v y xw' x 4 - yw f y -4 - zuf z = w. 

将它们代入前面的等式就得到 

xf^yf^ + zf r z =uF^vF^wF^ □ 

6.2.5 —些简单的偏微分方程计算（习题3321-3340, 3353-3360) 

本小节有三种类型的 习题： 

(1) 习题 3321-3330 是给定带有任意函数的表达式，验证它们满足某个偏微分 方程; 

(2) 习题3331-3340是给定带有任意函数的表达式，要求出它们满足的偏微分 方程; 

(3) 习题 3353-3360 是解一些简单的偏微分方程. 

常微分方程的一般解含有任意常数而偏微分方程的一般解含有任意（可微）函 
数.由以下可见，一阶方程一般含有一个任意函数，二阶方程一般含有两个任意函数. 

①例如可参见 §1.10.2 和本书前面€ §4.10 中的许多例子 • 
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习题 3321验证- = 0,若 z = cp ( x 2 + y 2 ), 其中设 p 为足够多次可微 

的函数. ^ V 

解求出 

备 = ( f r ( x 2 + y 2 ) • 2x, 

|^-=作 2 + y 2 ) • 2% 

代入方程左边即可见其成立 .口 

习题 3326 (弦振动方程） 验证# = a 2 |^, 若 u = p ( a : -加 ） + 0(无+故)，其 
中设为足够多次可微的函数， 工 

解计算 

u[ = —a(f r (x — at) -f a7p f (x 4 - at), 
u{ ; e = a 2 tp n (x — at) + a 2 ^ ,7 (x + at) } 
v! x = (fi\x — at) + ^'(x — at), 

O / ； (x - at) + t//’(x - at), 

代入方程即吋见其成立 .口 

习题 3328 验证 x 2 ^ + ㈣ 蠢 •^祭= 0 ,若 u = K *) ㈣ ⑸，其 

中设^ 为足够多次可微的函数. 


解由于所给的方程左边为 

«+崎)、《+ OVf ) + ( s 去 + 咬) 2 H (*)] ， 

而其中 ) 为0次齐次函数，#(吾 ) 为1次齐次函数，因此只要利用 §6.2.1 的习题 
3234,即对 n 次齐次函数 v 有 X 



于是当 n = 0， l 时右边均为0 .口 


习题3333用逐次微分的方法消去2 = (^(力 2 + 2/ 2 )中的任意函数 P 
解求出 

可见有 — rc |^=0 .口 

习题 3337 用逐次微分的方法消去 z = cp ( x ) i /;( y ) 中的任意函数 p 和办 




偏导数.函数的微分（习题 3211.1-3360) 


计算偏导数得到 


可见有 


鸯= cp ( x )7 p , { y ). 


d 2 z _ dz dz 
dxdy dx dy 


d 2 z 
dxdy 




习题 3340 用逐次微分的方法消去 2 = p (: r 2/)+< f ) 中的任意函数 p 和也 
解计算偏导数得到 

砮=脱’ ㈣ )+含0 

鸶 = X¥ /㈣) 

采用下列组合可先消去一个任意 函数： 

然后注意到上式右边是0次齐次函数，根据欧拉公式（参见 §6.2.1 的习题 3232), 用算子 

作用后就等于0,这样就可以消去第二个任意函数而得到 

«+ 崎 ) •HJ- 崎 ) =0 . 

将上式左边计算出来并加以整理就得到 






务 0. □ 


习题 3353 设函数 u = u ( x , y ) 满足方程 

d 2 u _ d 2 u — n 

以及下列 条件： 

u ( x ,2 x ) = x , ^( x ,2 x ) = x 2 . 

求 u ^ x ^ x ), < y ( x , 2 x ) 1 u ^ y ( x ,2 x ). 

解 1 从习题 3326 得到启发，即 u ( x , y ) 可能是以 《 = x + y 为变量的函数与以 

V = x - y 为变景的函数之和.由此作代换4 z + y ， 7? = x - ％ 则有& = 1，$ = 1， 

< =1,< = — 1，于是从复合函数求偏导的链式法则有 

du 一 3 u , du _ du _ 一 一 du _ 

dx drj ' dy 3^ d ” ’ 

d 2 u 一 d 2 u . o d 2 u . d 2 u d 2 u __ d 2 u _ n d 2 u , d 2 u 

"^一 "十^"十 ¥， "^一"^"— 十 

代入原方程中即可得到以 tv 为 自变量的偏微分方程 

.. = n 


由此即可解出 
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u = #⑹ + 矽⑼ =+ y ) + 4( 工一 y )， 

其中^和4是二阶可微的任意函数. 

从题设条件得到等式 

(p(3x) -f ip{-x) = x } ip\3x) + rp^-x) = x 2 . 


而要求的则是 

o,2x) = /’(3x) + War), u ^ y ( x 9 2 x ) = ^( Sx ) - ^(- x ). 


将题设条件所得到的前述两个等式分别对 x 求导后可以得到 


9^/’(3工）+ (一 x) = 0， 3 ip f / (3 x ) - 診’’(一X) = 2x， 

从而可解得 ，(3a0 = | ■和= --|x. 将它们代入前面的 0,2:r) 等的表达 
式中，就求出答案为 


< x (x,2x) = Uyy{x, 2x ) = 一音 A u^y{x,2x) = ^x. □ 

解 2 不求出也可以计算所要的偏导数.将题设的第一个条件对2：求导，就 


得到 


t4(x，2x) + 2w’ y (x，2x) = 1， 

联合第二个条件 t4(:r，2a0 = :r 2 , 即可得到 u r y { x ,2 x ) = ^{\ - X 2 ). 
然后将这个等式与第二个条件分别对: r 求导，就有 


u '^ y { x ,2 x ) -f 2 Uy y ( x ,2 x ) = -x, u ^ x ( x ,2 x ) + 2u , x , y (x,2x) = 2x. 
再联合 w 满足的方程就可得到 


u^(x, 2 x ) - O 2:c) = 0. 
最后可从以上关于三个未知最的三个线性方程解出 


< x (x,2x) = 0,2x) = 



u ^ y ( x ,2 x ) = 


□ 


6.2.6 方向导数与梯度向量（习题3341- 3352) 


以二元可微函数 z = f ( x ， y ) 为例，如前所述在点 P ( x 0 , y 0 ) 处的偏导数 f x ( x 0 ， y 0 ) 
和只是描述了 函数值 2在 Oz 轴和 Oy 轴两个方向上的变化率.在点 /^ro，y 0 ) 
的方向导数概念则是 z 沿着任意方向 Z 的变化率，因此要一般得多. 

只是要 注意： 在计算方向导数时，考虑的是从点 P { x 0 l y 0 ) 沿着方向 i 出发的射线， 
因此方向 Z 和-〖是两个不同的方向，它们的方向导数可能不同. 


与方向导数密切有关的是梯度的概念.仍以二元函数2 = f [ x ， y ) 为例，称向 S 

— / = (荽，蓄） 

为函数/的梯度（向量).梯度也可记为▽/，其中 



是场论中常用的微分算子（见后面的 §8.17.1). 


偏导数.函数的微分（习题 


在对于梯度向量的基本性质的以下介绍中，均假设梯度向量不是零向量. 
联系方向导数和梯度向量的公式是 

4 = grad /-i = || grad /||- cos 0, \fyiA 

其中 Z 为单位方向向量，沒是 f 与 grad /的 夹角. 

如右图所示，若在每一个方向 i 上取长度等于 


lb 


方向导数 I 的向量，则向量的终点形成两个圆. 

由此可见， 当0 = 0 时的方向导数达到最大.这 
个最大值就是梯度向量的模长 || grad /||. 




方向导数与梯度向量的示意图 


于是梯度方向 grad / 就是函数值递增最快的方向，而其反方向 - gmd / 就是函数 
值递减 S 快的方向，模 || grad /|| 和- 1| grad /||就是最大和最小的方向导数值. 

梯度向置的另一个重要性质是它与 §6.2.1 的等值线（或等值面）的关系.为此只要 
计算 / b ， y ) = c & 微分，即可得到 

餐 dx + 若 dy = 0. 

由于 ( dx , dy ) 是等值线的切方向，因此梯度向莆就与等值线垂直. 

以上所说的内容对一般的多元函数也都成立 5 其中同样假设 grad / 不是零向 S . 

注在学习了隐函数存在定理后可以知道，在某个点处的梯度不是零向量的条件 
保证了函数在该点的邻域内存在可微的等值线（或等值面).在这个前提下对于等值线 
方程（或等值面方程）/ = c 求微分才是有意义的，并从而可导出梯度向 S 与 等值线（或 
等值面）垂直的结论. 

习题3342求函数 y 

z = x 2 - xy -¥ y 2 2 - / 

在点 M ( l , l ) 沿与 Orr 轴的正向组成 a 角的方向 Z 的导 
数.在怎样的方向上此导数 ： （ a ) 有最 大值； （ b ) 有最小 

值；⑷等于 0 . /Mo M .' x 

解求出点 m ( i ， i ) 处的 vz =( i ， i ), 然后就有 2 
= cos o ： + sin a = v/^sin (o + f 〆 
在附图中作出了以点 M ( l , l ) 为起点的梯度向量 Vz = 

( i , i ) 和函数 2 的若干条等值线（均为椭 圆). 习题 3342 ms 

由此可见，方向导数的最大值为 V %这时取 a = tc /4; 最小值为-力，这时取 
a = 57 C /4; 而当 a ： = 3 n /4 和 7 tc /4 时，方向导数为0 .口 


习题3346求函数 w = 
的大小和方向. 


7" (式中 r = \/工 2 + y 2 + 2 2 ) 在点 M 0 ( x 0 ,2/ o ,2 o ) 的梯度 




解直接计算即可得到 


gradu= (- 苛， — I ， 一舞) 


其中 r 0 = v/^o + W 且有 || gradzz || = 可看出，梯度向量指向原点，也就是处 

处与等值面（以原点为球心的球面）正交.口" 3 

习题 3348函数 u = x + 沒+ 2和 

v = x-\-y-\-z-\- 0.001 sin (10 6 7^ 工 2 + y 2 + z 2 ) 

在点 M ( l ，2,2) 的梯度的大小相差多少？ 

提示本题的计算没有困难，重要的是理解其意义.为此可参看 §2.3 的习题1059 
及其附图 .口 


习题 3349证明：函数 


u = ax 2 + by 2 + cz 


v = ax 2 + by 2 + cz 2 -f 2 mx + 2 ny - f - 2 pz 

( a , b , c , m , n , p 为常数且 a 2 + 6 2 + c 2 ^ 0 ) 在点 M 0 ( x 0 , 2 / o ^ o ) 的梯度之间的角度当点 
M 0 无限远移时趋于零. 


解为简明起见将点 M 0 ( x 0? y 0 , 2o ) 改记为不带下标的 M ( x , y , z ). 

先计算得到 

▽u = (2 ax , 2by，2cz), Vv = (2 (ax + m ), 2(by + n ), 2(cz + p )). 

根据余弦定理，两个梯度向量之间的角度 0 满足以下 关系： 

rnn . 1| Vu [| 2 - I - || Vt ； ll 2 - Hdll 2 
~~2|| Vu | HV ^ ， 

其中 d = (2 m , 2 n , 2p) — Vv — Vu 是常向量 • 

于是只要证明当 r = y/x 2 + y 2 + z 2 -> + oo 时 cos 0-^1 即可. 

然而容易构造例子，使得当 r + oo 时 cosO 为常值.例如取 a = 6= l，c = 0 并取 

点 M (0,0, 2 ) 时就是如此.这表明原题中假设的条件是不够的. 

以下将补充要求 a , 6, c 均不为 0. 这时由于 || Vu || = 2 v / a 2 x 2 + &V + c 2 ^ 2 , 从 
2 min {| a |, |6|, \c\}y/x 2 -\-y 2 -\-z 2 ^ || Vw || ^ 2 max {| a |, |6|, \c\}y/x 2 - \-y 2 z 2 

可见有 

r — y/x 2 + y 2 + z 2 +oo <^=> || Vu || -> + oo . 

利用三维空间的三角形不等式，从= Vli + d 就有 

_ - ||dK || Vi；k + 

因此有 || Vu || -> 4-00 4=^ \\Vv\\ + oo , 且有 

|| Vw || 〜|| ▽幻 || (r — + oo ), 


从而就有 




= 1. □ 


习题3350设 w = f ( x , y , z ) 为二阶可微函数.若 cosa ， cos 0， cos 7 为方向 l 的方 

向余弦，求金 =| ■(普 )• 

解引入二阶偏导数组成的黑塞矩阵 

/ d 2 u d 2 u d 2 u \ 

[ dx 2 dxdy dxdz 1 

rr d 2 u d 2 u d 2 u 


H = 


dydx dy 2 dydz ' 

d 2 u 3 u d 2 u I 

dzdx dzdy dz 2 / 


则就可从方向导数公式 


du du 

n 


cosa + 




cos 7 


直接计算得到 


祭 = iTm ， 

其中 f = ( cosa , cos /?, cos7 ) t 为列向最，上标: T 是向最和矩阵的转置记号 .口 

习题3351设1 / = /(2：,2/，4为二阶可微函数， 

l \ ( cOSQi , COS /3 i , COS 7 i ), 《2 (cos Q 2 , COS 灸 ， COS 72) ， Z3 (cos Q ： 3 , COS ft ， COS 73 ) 

为三个互相垂直的方向. 证明： 

⑷ (t) 2 +(t) 2 +(f) 2 =(t) 2 +^) 2 +(f) 2 ; 


( b ) 


d 2 u , d 2 u , d 2 u _ d 2 u , d 2 u , d 2 u 

l 十 W 十 P V 十 


解⑷ 利用 ^ = IT Vu (i = 1,2,3), 其中设 & (i = 1,2,3) 和梯度 Vu 均为列向 
量，然后引入矩阵 1 

( l^\ COSQi COS Pi COS 7i\ 

I 2 = cos «2 COS 02 COS 72 » 

I 3 ) 、COS Q：3 COS 03 COS 73/ 

则从方向余弦的定义有 UU T = /，其中 J 为单位矩阵.又由线性代数知识可见同时也 
成立 u T u = 1 ①. 

由方向导数公式就有 

从而就得到所求的 等式： 

①任何两个 n 阶方阵二4:5, 吾有 AS = /,则也一定有 
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(t ) 2 + (f ) 2 +(I ) 2 = 

( b ) 利用习题3350引入的黑塞矩阵，则就有 

旮+祭+旮=^， 

右边是矩阵的迹 ( trace ), 即其对角线元之和. 

这时利用习题3350的结果就有 

"if + "If + "if = z 『讯 1 + 6 月 72 + l ^ Hh = tT ^ UHuT y 

利用 tr ( AJ 3) = tr ( BA ) 即可得到所要的 等式： 

tr ( UHU T ) = tT ( HU T U ) = trH . □ 

注本题的结论 （ a ) 和 （ b ) 表明： 梯度的模和拉普拉斯算子 △ 的作用在直角坐标系 
的旋转变换下都是不变的. 


习题3352设函数 u = 1/(2：，幻为可微函数，且当2/= or 2 时有 

u ( x , y ) = 1, = x , 

求当 y = a ; 2 时的 

oy 

解根据题意 y = a : 2 是 u ( x )y ) = l 的等值线（或其一部分)，因此即可确定该等值 
线上的点的梯度方向.既然该方向的一个分最 = x 己经给定，因此也就可以求出另 

一 个分置 

将等式 u ( x y x 2 ) s 1对 a : 求导就有 

普 + 2 ® 勢 = 0 . 

用 |^= rr 代入，在 rr /0 时就得到 

骛 =_ 如口 

注若将此题改为 u ( x , y ) 满足方程_ = X ，且有 u ( x , x 2 ) = l , 则可将此方程积 
分得到 工 

啦 2/) = -|- x 2 +^( y ). 

由条件 u ( x , x 2 ) = l 可确定 ip ( x 2 ) = 1 -^. 于是就有 M = 1--|,从而得到 

w (:，》)=如 2 + 1-号， 

因此可得到相同的答案|^ = 



§6.3 隐函数的微分法（习題 3361-3430 ) 


§6.3 隐函数的微分法（习題 3361- 3430 ) 


内容简介 本节讨论从方程和方程组确定隐函数和隐函数组的存在性问题，学习 
如何计算它们的导数和微分. 

6.3.1 隐函数的存在问题（习题 3361-3370) 

习题3362设函数 /( x ) 定义于区间 （ a ，6) 内.在怎样的情况下，方程 

f ( x)y = 0 

在 a < a : < b 上有唯-连续的解 y = 0 ? 

解假设于区间上存在异于 y 三 0 的连续解 Vl ( x ) } 则至少于某个点 
x 0 € ( a , 6 ) 处有 yi ( XQ ) — 0 . 然而由于 yi { x ) 连续，因此一定存在点抑的一个邻域 
U 6 ( x 0 ) (6 > 0), 使得在这个邻域内 yi ( x ) ^ 0. 这时从方程 f ( x)y = 0可见，函数 f ( x ) 
在这个邻域上只能是处处等于 0 . 由此可知，当 f ( x ) 在 ( a , 6 ) 上的零点不能充满任何一 
个子区间时，方程 f { x)y = 0 在 ( a ? 6 ) 上只有唯一的连续解 y = 0. □ 

注所给出的条件也是必要的.若 /( x ) 于某个子区间 [ a ， 刮 C ( a ， b ) 上恒等于 0 , 
则可以构造一个连续函数奶 Or )， 它在 （ a ， a ) 和 (0， b ) 上恒等于 0 ,而在 [ a ,0 ] 上不恒等 
于 0 ,从而在区间 ( a , fe ) 上满足方程 f ( x)y = 0 . 

习题3365己知方程 

x 2 = v\ 

设 

y = f { x ) (-00 < a : < + oo )， 

是满足方程 （ 1 ) 的单值函数. 

1 ) 有多少单值函数 （ 2 ) 满足方程 （ 1 )? 

2 ) 有多少申•值连续函数 （ 2 ) 满足方程 （ 1 )? 

3) 有多少单值可微函数 （2) 满足方程 （1)? 

4) 设：⑷ 2/(1) = 1; ( b ) y (0) = 0,则有多少单值连续函数 （2) 满足方程⑴? 

5) 设 〆 1) = 1，且5为充分小的正数，则有多少单值连续函数 2 / = 2/0 r ) (1-6 < 
x < l + S ) 满足方程 （1)? 

解可以如附图所示先作出方程 （ 1 ) 的图像，然后如下回答提出的问题.此时要注 
意：本题在 1)-4) 中的隐函数 y = y [ x ) 的定义域都要求是 (~ oo ,- foo ). 

1 ) 由于当 x ^ O 时每一个: r 对应于两个 y 值土: r ， 而这里除了单值性之外对并 
无其他要求，从而满足方程 （1) 的单值函数 y = y ( x ) 有无穷多个.（在 §1.8.1 的习题763 
中的例子就是满足方程 x 2 =沪的一个处处不连续的单值函数 .） 

2 ) 只有四个单值连续函数：即 y = a:，y = - a :， 2 / =问， 2 / = -| x | 满足方程 （ 1 ). 

这个答案与差别很大，其中连续性要求起了关键作用. 
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例如，设满足 （ 1 ) 的某个连续函数 y ( x ) 在点 x 0 > 0 时大于 0 ,则从方程只能有 
y ( x 0 ) = x 0 . 这时在 x > 0 时不可能有 y { x ) ^ 0 ,否则从连续函数的零点存在定理就 
会存在某个点€ > 0 ,使得 yR ) = 0 . 然而点($, 0 )不能满足方程 （ 1 ). 这样就推出，在 
a : > 0 时 y ( x ) 只能处处大于 0 ,从而 y ( x ) = x . 

同样可以证明，若 : r > 0 时满足 （ 1 ) 的 y ( x ) 于某个点处为负，则只能在 rc > 0 时处 
处为负，且 y { x ) = - x . 

对于 a : < 0 可作同样讨论，从而最后只能得到上述四个解. 

3) 由于可微必定连续，因此只要从 2) 的四个解中挑出处处可微的两个解即可，这 
就是 y = x 和 y = — x . 

4) 这也只要到 2) 的四个解中去找.对于 （ a )， 满足 W 1) = 1的只有两个连续解，即 
2 / = z 和 2 / = | z |; 对于 （ b )， 则四个解都满足要求 2 /( 0 ) = 0 . 

5) 由于 4) 的满足条件 （ a ) 的两个解在 [0,- foo ) 上相同，因此在 6 > 0充分小时（其 
实只需要5彡 1 ), 在区间 （1 一 < 5,1 + 5 ) 上只有 y = x 这一个解 .口 

注由隐函数存在定理判定存在的隐函数的定义域一般都是局部的，因此对本题而 
言，只能用于解决问题 5). 这时对于邳 = j/ 0 = l , 将方程改写为 F ( x , y ) = x 2 - y 2 = 0 , 
则 F ^ l , 1 ) = 一 2 / 0 ,因此知道存在充分小的5 > 0 ,使得在 （1 一 ( J， 1 + 5) 上满足方程 
( 1 ) 的隐函数存在唯一. 


习题3366方程 

x 2 4- y 2 = x 4 + y A 

定义出多值函数 y(x). 函数在怎样的范围内： 1) 为单值， 2) 有 
二个值， 3) 有三个值， 4) 有四个值？求此函数的分支点及单值 
连续的各分支. 

解在第一册的附录二的习题1542已经给出了本题方程 
的图像，但没有在 §2.12 中作讨论.现在为方便起见将其图像附 
在右边，并作一个简要的讨论. 



由图像的对称性可见，只需要讨论: r € [0, 1] 时 y (: r ) > 0的单值连续分支，然后利 
用对称性得到完整的答案. 

将 2/(3：) 代入方程得到 rr 2 +y 2 (x) = x 4 +y 4 (a :)， 然后对 a: 求导，就可从 2 :r+ 2 y 2 /(x) = 
4 x 3 + Ay^y r [x) 解得 

v >( x \ = __ 2x 3 -x 
V(X, - y(x) - 2y(xf - 

从方程有 y 2 {y 2 一 1) = x 2 (l - x 2 ), 可见在 0<o: 彡 1 和 y>0 时，就有 2 /(:r) > 1 .由此 
就有 y ( x ) - 2y(x) 3 = y(x)[l - 2y(x) 2 ) < 0 ,从而可见 j/(x) 的符号完全由上式的分子 
2 a: 3 -:r 所确定（符号相反). 

这样就可以从 2x 3 —z = x(2x 2 -1) 确定出 y\x) 的最大值点为 x 0 = ^ « 0.7071 ， 
且在 [0,xo] 上严格单调递增，而在 [x 0 ,1] 上严格单调递减.容易求出 
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yo = 2/( xo ) = Y 1 + 2 ^ ^ 1.0987， 

在附图上标出了这个特征点（吻， yo ), 并由对称性可得到其他的特征点. 

根据以上讨论和对称性即可简要地列出本题的答案如下： 

多值函数 2 /( x ) 的定义域为 [- vo . yol 它具有以下分支性质： 

1 ) 对于任何 x e [- yo , yo ], y { x ) 都不是单值的； 

2 ) 在 a ; = 士 yo , (-1,0) 和 cr e (0, 1) 时 y ( x ) 有两个值； 

3) 在 a ; = 士1，0时 y ( x ) 有三个值； 

4) 在 x € (一如， -1 )，X € (1,如） 时 1/( 工) 有四个值. 

以下求分支点，即满足方程但在其任何邻域内不存在单值连续分支 2 / = y ( x ) 的点 • 
由以上讨论可见有以下分 支点： 

(一 2 / 0 ，工 0 )，(一 J / o , 一 邱)， (- 1 , 0 ), ( 0 , 0 ), ( 1 , 0 ), 0 / 0 ，工 0 )，( 2 / 0 ,-工 0 ). 

其中 (0,0) 为孤立点，即在其任何邻域内都没有单值连续分支，其余6个点的特征相同， 
即在其充分小的邻域内，在一侧没有2/(岣的分支，而在另一侧却有双值的分支. 

各个连续分支的表达式可以从方 程解出为 _ 

y( x ) = ± ]j-k ± \f \ +x2 ~ x4 ' 

具体的 W 论从略 .口 


习题3367 求由方程 

( x 2 + y 2 ) 2 = x 2 - 1/ 2 

定义的多值函数 y 的各分支和单值连续的各分支 

v = y ( x ) (-1 < x 彡 1 ). 

提示用极坐标即可看出此方程的图像为伯努 
利双纽线（已见于第一册附录一的习题 3 H . l ( g >), 以 
下的讨论可参考习题3365 .口 



习题 3369 设 

x = y + v?(2/), (1) 

其中以 0) = 0,且当 -a < y < a 时 W { y )\ ^ k < I . 证明： 存在 
e > 0,使得当 _e < a ; < e 时存在唯一的可微函数 j / = y ( x ) 满足方程 
(1) 且 y (0) = 0. 

解由于题中没有假设 〆 连续，因此不能直接应用《习题 
集》于本节列出的隐函数存在定理，而需要作较细致的讨论. 



引入二元函数 


F ( x ， y ) = x - y - ( p { y ). 




它在 —oo < a : < + 00 , — a < y < a 时有定义. 

将 i ^ r ， y ) 对 y 求偏导得到 

Fy (^, y ) = -^- i P f ( y )^ 

因此从题设条件 \^( y )\ ^ fc < 1 (| y | < a ) 可见有 F ^ x , y ) < 0. 这表明在: c 固定时， 
F ( x , y ) &- a < y < a 上的严格单调递减函数.特别当 a : = 0时从 F (0,0) = 0可得到 

F (0, - a ) > 0, F (0, a ) <0. 

利用 F ( x y ± a ) 关于 rr 连续，即存在 e > 0,使得当 \ x \ < e (< I - k ) 时有 

F ( x 1 - a ) > 0, F ( x , a ) < 0. 

于是在矩形 （- x [-内（参见附图)，固定: r 时 F ( a :， y ) 是 2 /的严格单调递减函 
数，且于矩形的上边界为负，于矩形的下边界为正，因此其中存在唯一的 y 值，记为 
y ( x ) y 使得 F ( x ) y ( x ))= 0 . 这就证明了在上述矩形内，由方程 F ( x )y ) = 0 确定的隐函 
数 y = y ( x ) 存在唯 一• （附图中矩形内的粗黑曲线是 y = y { x ) 的图像 .） 

可以仿照教科书中的方法证明在 (- e y e ) 上处处连续，从略. 

下面证明 2/(4 于（一 e ， e ) 内处处可导 • 

对于点: r 0 € (-£■ 〆 )，取 Ax 使得 2 ： 0 + Arr 仍然在区间 （- e ， e ) 内•记 y ( x Q ) = y 0 , 
2/(xo + Ax ) = y () 4- Ay , 则有 

xo = yo + < p ( yo ), x 0 + Ax = t/o + At / -f #(yo + △!/). 

将两式相减，有 Ax = △?/ + ip { y 0 + Ay ) - ^/ 0 )，且可由此式看出，当# 0时也一定 
有 Ay _ 0. 

于是可得到差商的表达式为 

△y = _1_ 

_ , ^( 2/0 + Ay ) - £^( 2 / 0 ) 


令 Ax 0,则从 y { x ) 于点 z 0 连续可知有 △ 2 /^ 0 . 由于当 Ax 兴 0 时也有/ 0,从 
而可利用 咖）千训 可微而得到 


半 = lim 磬 = lim 

OX Ax->0 AX Ay-¥i 


<p{yo + ^y) - ^(yo) 


— l+p’(y 0 ) ■ 

注对于方程 F ( x , y )=0 在满足 F ( x 0 ,2/ o ) = 0 的点 ( x 0 , yo ) 附近的隐函数存在问 
题来说，在平时用得较多的定理中要求 F 于点 ( x 0) y 0 ) 的一个邻域内对:存在连续偏 
导函数，且 i ^( X ()， yo ) # 0 . 然而为了隐函数存在且连续， 只需要 F 在点 ( x 0 l y 0 ) 的一个 
邻域中关于2/为严格单调就已足够.这可以参看 [llj 第二卷的206小节的定理 1. 本题 
的上述解法中关于隐函数存在的证明就是如此.此外，还表明只要题设方程中的^可微 
也就可推出隐函数可微. 
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习题3370设 y = y ( z ) 为 由方程 

x = ky + ^ p { y ) 

定义的隐函数，其中常数 A : # 0, M 为以 a ; 为周期的周期函数，且 \^( y )\ < | A :|. 证明: 

分(工)， 

其中 讽 X) 为以 | fc | o ; 为周期的周期函数. 

解将方程看成为 rc = x ( y ) 的表达式，则从 x \ y ) = fc + ip f ( y ) 和条件 \ ip \ y )\ < |/ b | 
可见 fc _ 0,且 x '{ y ) 与常数 fc 同号，因此 x ( y ) 是 y € (- oo ，+ oo ) 时的严格单调函数，从 
而存在反函数 2 ； = y { x ). 又由于 ^( y ) 是连续的周期函数，因此有界，从而可见反函数的 
定义域和值域也是 (- oo ,+ oo ), 且也是严格单调函数.将这个反函数写为 

2 /( 工 )= f + 你 h 
则余下的问题是讨论 rl >{ x ) 的周期性. 

在原方程两边加上 fcw , 并利用 < p ( y ) 是以 u ; 为周期的周期函数，这样就得到等式 

x + ku = k(y + a ;) + ( f(y -f a ;), 

由此利用反函数关系就得到 

y ( x ) + a ; = X \ kuJ + 咖 + M ， 

于是就有 rp(x) = + ku ), 这表明 rp(x) 是周期函数.由于一般将周期取为正数，因此 

训 x ) 是以 |/ c | a ; 为周期的周期函数 .□ 


6.3.2 隐函数的导数和微分计算（习题3371-3400, 3420) 

习题3372对于由方程 In y / x ^ - f - y 2 = arctan ! 定义的函数％求 ? /和 ? / 

•C 

解1将2/ = 2/⑷代入方程后对: r 求导，就有 

工 + yy ' = y’x - y 
x 2 -fy 2 _ a : 2 + y 2 ’ 

于是就得到一阶导数2/ = 

x — y 

将上式再对0：求导得到 

, 2( a : + y)2 / 2 ( x 2 4- y 2 ) 


x-y 

2 x 


□ 


( z - y ) 2 ( x - y ) 3 ( x - y ) 3 

解 2 y 〃 的计算可以从 ?/(x - y ) = x + y 出发对 rr 求导，得到 


(1 - y’)y’ + - y)y n = i + 〆 ， 


然后就有 




+ V) 2 1 2(x 2 + y 2 ) 

(工 _ 2/)3 


□ 
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习题3374对于由方程 W = y x ( x 妾 y ) 定义的函数 y ， 求 〆 和 〆 '• 


解将方程两边取对数得到 ylno : = a ; ln y , 对 x 求导得到 

y 1 \nx = \ny + x •—, 

x y 


然后解得 

，一 Iny- ^ = y(x]ny-y) = y 2 {lnx- 1) 

V ^ \nx - — ~ x{ylnx-x) x 2 {lny- 1)' 

然后再对 x 求导就得到 

"二 2y 2 (lnx - 1) y 2 2yy , (lnx - 1) _ y(lnx - 1) , 

y x 3 (\ny — 1) x 3 (ln 2 / — 1) x 2 (\ny — 1) x 2 (lny — l) 2 

2y 2 (lnx - 1) y 2 2y 3 (lnx- l) 2 y 3 (lnx - l) 2 

x 3 (\ny - 1) x 3 (lny - 1) x 4 (lnj/ - l) 2 x 4 (lny - l) 3 ' 

注由于 y lux = rrln2 /， 答 案 〆 ， 可以有许多不同的形式.此外，如§2.12_6的命 
题 2.12 所示，可以证明，> 0处处成立. 


习题3378 证明： 方程 

( x 2 + y 2 ) 2 = a 2 ( x 2 - y 2 ) (a / 0 ) 

在点: r ； = 0，y = 0 的邻域中定义出两个可微函数 ：y = yi ( x ) 和 y = y 2 ( x ) •求％(())和 
似 0 ). 


提示在习题3367的附图和提示中己指出，本题的方程的图像为伯努利双纽线. 
在确定了两个可微函数后，只要直接计算差商即可得到答案为土 1 .口 

习题3379设 

(^ 2 + y 2 ) 2 = 3 x 2 y - y 3 ， 

求 2 /当 a : = 0 和 j / = 0 时的值. 

提示用极坐标将方程转化为7« = S in 3 A 其图像就 
是附图所示的三叶玫瑰线（已见于第一册附录一中的习题 
371.1( f ) 和附录二中的习题 1547), 可见点 (0,0) 为分支点， 

且有三支可微的单值支经过该点. 

用 2 / = tx 的方法引入参数 t , 则就可以将上述各个分 
支用参数分离开，而且经过点 ( 0 , 0 ) 时的参数 t 的值也就 
是所要求的 〆 .口 

小结到此为止的习题3364, 3365, 3366, 3367, 3378, 3379等都涉及分支点以及经 
过该点的分支性质的研究.粗糙点说，分支点几乎就是隐函数存在定理失效的点.在本 
书中对于上述各题所用的（或提示的）方法都不能说是具有一般意义的方法.对此有兴 
趣的读者可以阅读 [11] 第一卷的236小节“平面曲线的奇异点”以了解分支点的一般特 



性.此外，对于分支点存在一种普遍有效的计算方法，即有名的“牛顿法”.读者可以在 
[8] 的第二章中找到关于牛顿法的相当详细的介绍. 


习题3382 证明： 对于二次曲线 


ax 2 + 2bxy + cy 2 -h 2dx + 2ey + / = 0 


成立等式 


备[(，)]]= 0 . 


解由题怠可假设行列式 


△ = 6 c e ^ 0. 
d e f 

(由解析几何可知当上述行列式为0时，二次曲线为退化，其中的可能性有一对相交直 
线、一对平行直线、一条直线和一个孤立点 .） 

用2/ = y ( x ) 代入题设的方程，然后对 x 求导，就得到（其中已除去因子 2) 

ax -f fey + bxy ’ + cyy ’ + d + ey f = 0 . 

再对 a: 求导一次则得到 


a -h 2V + bxy ,f -f- cy ,2 + cyy' 1 + ey n = 0. 


由以 t 两式可解得 
/ _ ax + by d 
V — — bx-\-cy-he ’ 

"一一 a + 2 岭 ’ + cy' 2 


6x + cy + 


1_ a _ 2b(ax + by + d ) c(ax + fry + d) 2 ] 

cy^e • a bx + cu + e ~ ( bx^aj + e) 2 J 


bx + cy + e (bx + q/ + e) 2 J 
[(ac — b 2 )( ax 2 -f 2bxy + cy 2 + 2dx + 2ey ) + oe 2 + cd 2 — 2bde ] 


( te + C2/ + e )3 『”、一 ■ 一 … a ■ 

- (bx + ly + e)^ - l(aC - 62)( - /) + ae2 +Cd2 - 2bde] 
A 

(6x + cy + e) 3 • 


于是有 


0/") T = △_ 了. （6x + cy+ e) 2 , 


可见再求导三次后即恒等于 0 .口 
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习题3386设 



— y z • tan 


v/x 2 - y 2 


求函数 z = z ( x y y ) 的一阶和二阶偏导数. 


解令1/ = 


，则方程为 u = tanu . 可见此方程的解只能是 u = C , 其中 


沒 2 

c 是常数，它可以取该方程的任何一个实根. 

这时就有 2 = ( Vx 2 - 2/ 2 ,于是只要对此显函数计算一阶和二阶偏导数即可，只是 
需要注意在最后的答案中消去常数 C . 

下面用全微分法.求出一阶和二阶全微分 如下： 

dz = - >V ■ ' 2 • (^dx - ydy) = z(x( ^ -: 2 dy) ， 
yx 2 —y 2 x — y 

d 2 z = - 3-.(xdx-2/d2/) 2 4- C J - 2 


( x 2 - y 2 )^ 

_ z ( x 2 dx 2 - 2 xy dx dy + y 2 dy 2 ) 

由此即 pj 得出所有的一阶和二阶偏 导数： 
dz _ xz dz _ yz 

x 2 - y 21 瓦 - — x 2 - y 2 ， 

_ 丄 _ z __ ^ z _ 

9 rr 2 ~ 

Cl 2 Z _ 



一 y 2 


( dx "- d〆 ) 


( dx 2 - dy 2 ). 


(工 2 — J / 2 〉: 


y 2 z d 2 z 

( a : 2 — y 2 ) 2 ’ dxdy 

□ 


xyz 


( x 2 - y 2 ) 2 


dy 2 ( x 2 - y 2 ) 2 x 2 - y 2 ( x 2 - y 2 ) 2 ' 

我们知道， 一 元函数 2 / == f ( x ) 的导数#可以看成为 d ?/ 除 dz 得到的分式，但下 
个习题表明，多元函数的偏导数不能理解为分式. 

习题3400设 x = x ( y ， z)，y = y ( x , z ), z = z ( x , y ) 是由方程 F { x ) y , z ) = 0 定义的 


函数. 证明: 


dx dy dz 
dy dz dx 


解由/(42/,幻，2/,2)) = 0对 2 /求偏导得到尨|^ 

dx__A 
"¥ 一了 

同样由 f ( x ， y ( x , z ), z ) = 0 对 2 ： 求偏导得到 


4-0, 于是有 




n 


由/(% y , 2( x , 2/)) = 0对 x 求偏导得到 


dz _ 

dx 


K . 

A 

TT. 


然后将以上三式相乘就得到 



§6.3 


喼函数的微分法（习题 3361-3430 ) 



骛！普=(_普)《-胥 H - f )— 1 - □ 

注1本题的一个具体例子是理想气体的状态方程 | =常数.轮流固定其中一 
个变量就分别得到等压、等容和等温过程.分别求出这三个过程的变化率，即偏导数，其 
中两个为正比例， 一 个为反比例，三个变化率相乘得到- 1. 

注2本题可以推广到 n 个变量的 情况. 设由方程 FOn ，: ， a : n ) = 0确定 
Xi (i = 1, ••- , n ) 为其余 n -1 个变暈的函数，则可以证明 

寮 ■ = (_1) ' 

特别当 n = 2时就得到 §2.2.1 中的:% = 1. 



习题3420设 ? i = /( 2 ),其中 2 = z ( x ， y ) 为由方程 z = x-h y ( fi { z ) 定义的隐函数. 
证明拉格朗日公式 


解 在此题中要求函数 p 和/无限次可微. 

用隐函数存在定理、令 F ( a :， y ， 2 ) = 2 -卜^⑷，任窓取定 z = x 0 , 则 F ( a : o ,0， x o ) = 
0,且有 Fi ( o ： o ,0^ o ) = l , 因此在（吻，0)的邻域内，存在隐函数 2 = z ( x ， y ), XL 无限次连 
续可微. 

用数学归纳法. 

当 n = 1时，先将2 = 2( x ， y ) 代入方程 F = 0 ) 然后对 A 2/求偏导数，得到 

dz 二 1 02 = (f{z) 

dx ~ l- y〆 ⑷’ dy 一 1 一 y^(z)' 


利用这两个偏导数就得到 n = 1时的公式 •. 

o ) 咖)备=咖)普. 

在进入数学归纳法的第二步之前，先做一项准备工作，即将 n == 1的公式两边对 a : 
求偏导，得到 

现设公式对 n = k 已经成立，即有 

眘=备{[咖)增}. 

然后将上式对 y 求偏导，并将关于的前述公式和^ 代入，这样就可 

以完成数学归纳法的 证明： 工 V X 
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d M u _ d 上 
dy k+l ' 


^•{ 咖 ㈣ V ⑷ f f fc ( 外 ) f f + 咖 )0)} 

^-{(k + 1)1 咖 0} 

.I 1 f ^ _ 


U 


= ~&{ 


吣 ) 鬥督 }. □ 

注关于拉格朗口公式的进一步知识及其许多应用实例可在 [ llj 的第二卷的452 
小节中找到. 


6.3.3 隐函数组的导数和微分计算（习题 3401-3419) 

习题3401 设 x + 2/ + 2 = 0, X 2 + 2/ 2 + 2 2 = 1，求^•和菩. 

解按题意 x，y 为因变最， z 为自变童. 

iB F { x , y , z ) =x + y + z } G ( x ， y ， z ) = x 2 + 1 / 2 + z 2 - 1, 则可求出 F' x = F' y = 1, 
= 2 x , G ； = 2 y , 于是 F ， G 关于: r , y 的雅吋比行列式为 = 2 (y - x ). 根据 
隐函数组存在定理， 当 x _ y 时能够由方程组 F = G = 0 确¥连续可微的隐函数组 
X = x { z ) 和2/ = y { z ), 

在将 x ( z )， y ( z ) 代入方程组之后，即可将两个方程对 2 求导得到 

荖+荖 + 1 = 0 ， 

— + 2 2/- g ~ + = 0. 


且可由此方程组解出 


砮= 


dz 

z — y dy = x-z □ 
y — x ’ dz ~ y - x ^ 


习题 3402(b) 设^，= 0，^ +仰=1，求普，鸯■，堯•和鸯 

解 1按题意 W 为因变最，: r，y 为自变量.令 

F ( x y y , u , v ) = xu - yv , G { x , y , u , v ) = yu-\-xv •- 1, 

则可求出雅可比行列式 

x -y 

y 工 

根据隐函数组存在定理，在 a： 2 + y 2 > 0时可从方程组 F = G = 0确定出隐函数组 
u = ia ( x , t /)> v = v ( x y y ). 将它们代入方程组，然后将 F = G = 0对: r 求偏导，就有 


d(F,G) 

d(u,v) 


= x ^ + y z . 


dx 


一喳 =- 


W, y 


du 

dx 


t 一 


由此即可解出 


§6.3 隐函数的微分法（习題3361 







—XV + yu 
x 2 -\-y 2 


又将 F = G = 0 对 j / 求偏导，即可类似地求出 

du = xv 〜一 yu dy __ -xu - y 
dy x 2 + y 2 ’ dy x 2 + y 2 

解 2( 全微分法）如解 1 那样将隐函数代入方程组 F 

式不变性，求两个方程的微分即可得到 

xdu — ydv = —udx -\-vdy, 


= G = 0, 利用一阶微分的形 


然后解出 
du = 


ydu-\- xdv — -vdx — u dy. 


x(—udx -f- v dy) 4- y(-vdx — udy) (—xu - yv) dx H- {xv — yu) dy 


〜 x 2 -^/ 2 a: 2 +j/ 2 ’ 

x(-v dx -udy) - y(-udx + vdy) (-xv + yu) dx + (-xu - yv)dy 


〜 • x 2 + y 2 x 2 + y 2 • 

由此即可得出与解 1 相同的四个一阶偏导数 .□ 

习题3407在 Orr ? /平面上怎样的区域内，方程组 

rr =乜 + V ， 2/ = w 2 -f- v 2 , z = u 3 -\-v 3 

(式中参数 u 和取一切可能的实数值）定义2 为变童 : r 和 y 的函数？求导数和 
dz X 

解将前两个方程改写为 F ( u , v , x , y ) = u ^ tv-x = 0, G { u , v , x , y ) = u 2 + v 2 -y = 
0, 则就有 F ， G 关于 u ， V 的雅可比行列式为 ^^~ = 2( v - u )， 因此在 u # t ; 时即可 

从 F = G = 0 确定为/的函数，这也就确^了 z 为 x ， y 的函数. 

由于 a : = u + v 和 y = w 2 + v 2 关于 ti , v 对称，因此关于直线 u — v 对称的两个点 
(其中 u ^ v ) ( uj ) 和 ( Vl u ) 映为坐标面 xOy 上的同一个点.由平均值不等式有 

x 2 = (u + v ) 2 < 2( u 2 + v 2 ) = 2 y , 

因此在坐标面 uOv 上由直线 u = t ; 分成的两个半开平面分别映射为坐标面 xOy 上的 
同一个区域 

D = {( x ， y ) \ y > 如 2 }. 

反之即可从点 ( x , y ) € D 解出 ( U ) v ) } 从而表明在区域 D ± z 为 x , y 的可微函数. 

对 2 =沪+ u 3 微分得到 

dz = 3 w 2 dw + 3 v 2 du , 

可见需要求出 da 和 du . 

对于前两个方程求微分得到 


于是即可解得 


du +■ du = dx, 2u dw + dr; = dy, 
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du = 


2v dx — dy 


dv = 


~2udx-j-dy 
2(v — u) 


2{v-u) 

然后代入到 d2 的前述表达式中，即可得到 

(6u 2 v — 6uv 2 ) dx 4- ( 一 3u 2 + 3v 2 ) dy 

2(” 一 v) 

由此可见在 u ^ v 时有 


dz = 




3u 2 v- 


3 


v — u 


dy 


— = Suv = y(2/ - 

= 一 县〜十 w 二 3 




x. □ 


2(v - u) 一 2、… — 2 

注函数 2 的定义域可以延拓到区域 D 的边界上，这时的可微性讨论见后面 §6.5.2 
的习题 3548 的注 . 

习题 3408( b ) 设 

( 

X — U 


y = U 2 - V 3 , 
z = 2uv } 


求 At 在点 w = 2,v = 1 的值 . 
dxdy 

解从 2 = 2 ⑽求得 

d 2 z _ 0 du dv , 0 du dv , o.. d 2 u , o.. d 2 v 
dxdy — dx dy dy dx dxdy dxdy . 

因此黹要计算出关于 x,y 的所有一阶偏导数和两个二阶混合偏导数 . 

将题设的前两个方程改写为 F(x, 2 /, u,v) = u -h v 2 - x = 0, G{x y y,u,v) 
v 3 - t/ = 0, 则可计 算出只 G 关于 u, t ; 的雅可比行列式为 


^一 


d(f \ G) 

d(u y v) 


= -3v 2 - 4uv f 


1 2v 
2 u 一 3 v 2 

且知其在点 u = 2 1 v=l 处等于 一 11 ，因此可在此点的邻域内确定 u,v 为 x，y 的可微函 
数 . 将它们代入方程 F = G = 0 , 求微分得到 

du -\-2vdv = dx, 


2udu — 3v 2 dv = dy. 


由此可解得 


du = 


dt;= 


一 3v 2 — 4uv 


(—3v 2 dx — 2v dy), 
(—2udiX 4- dy). 


_3v 2 _ Auv 

于是可得出所要的全部一阶偏导数为 

du = 3v 2 du _ 2v 

dx 3v 2 + 4uv 1 dy 3v 2 - {- Auv ' 




2 u 


3v 2 + Auv 


dv 

， W = 


3 t ， 3 + Auv 



(3# 3 : 2 —) 2 . ( 6 ^ + 4u ^ + 4v ^)]\ 


用 u = 2,7； = 1 代入得到 

du^ A. iw _ J_ dv_ = A. dv _ -l 

如一 11 ， 32/ ~ 11 5 如 —11 ， dy ~ 11 ' 

再计算两个混合偏导数 如下： 

^ S " U ? = [ 6 令 _ 3 P 上— _ (3# 3 : 2 —) 2 . { Qv % +Au % + 4 ^)]| u ： 

— __6_ , 18 
一 一 T^T 十 1331 ? 

d 2 v _ [o du 1 2u dv , Aiti dv 丄 / ^ ， 3 从、 1 丨 

dxdy ^=2 _ [ dy 3v 2 + 4uv (3v 2 + 4uv) 2 V dy dy 3?/ / J k= 

_ _4__ 24 

— T 2 T + 133 T * 

将以上所得的全部数值代入中就得到 

oxay 

^ 1=2 = G 奢蝥 + 2 豢普 + 2V ^ + 2 U ^) L = ? 

= 2 •咅 . if + 2 •咅•吾 + 2 .( _ Tfr + iMr) +4 .(ilr + Tl 

^ i ^ 八 A A 


— 2 - — - -f- 2 - — - — -f 2 - 

11 11 11 11 

_ J 0_ , _ J _ , 36 + 96 一 _26_ 
一 121 十 121 十 1331 一 "12 T ， 


^ +2U ^4")L=2 

! (_ifr + iMr) +4 (ili 
r D 


lir) 


习题 3413 设方程 


x = ^p(u,v) y y = v ； (tx,v), 2 = xK v) 

定义 z 为: c 和 y 的函数.求 I 和 |. 


解利用一阶微分的形式不变性，对三个方程求微分得到 

dx = ip f u du + ip' v dv, 

dy = x!) , u Au + rp f v dv, 

dz = Xu du + Xv dv - 

将上式看成为左边的向最用右边的两个向最的线性组合，其系数为 du 和 dt ;， 则从三个 
三维向量线性相关可以推出下列行列式等于0: 

^ Vu 

dy < rP f v =0. 

^ y!v 

将上述行列式按照第一列展开，就得到 


咐， X ) 


dx + 


a ( x，W 

v) 



由此即可得出 



d (也 X ) 
d(u,v) 

咖，珍) 



a ( x ， p ) 

d(u,v) 

d (< P ,^) 


□ 




习题3414设 


x = ifi ( u 1 v ) 1 y = rp { u , v ) 1 
求反函数 u = u ( x , 2 /) 和 t ； = 2 /) 的一阶和二阶偏导数. 


解将微分计算写成向量矩阵形式 


( 3 = G 3 ⑵ • (3 




)t) 


即可看出有 


3( 


于是可通过逆矩阵运算得到 


e 3= 




r - 


一< < 


其中分母/ = « - «x. 

这样就求出了反函数 U，r 的一阶偏 导数： 

< = -y-. 岣一手 ， v : = _ 今 ， v 'v = 

为求反函数的二阶偏导数，对于前述 drr 和 dy 用 du，d V 线性表出的等式再求微分， 
其中又利用 d 2 x = d 2 ^ / = 0,于是可得到 

(( d 2 ^ (^Puu du + Kv dv ^uv du + ^Pvv dv \ f du \ ^ _( U \ 

Uu ^v) \ d2v / U； u du + o 一 W ， 

其中 

u = <fuu dw 2 + ^<Puv dudv + (fi^ v dv 2 , 
v = Ku du2 + 20 dv + O 2 . 

再次利用逆矩阵运算，即可得到 

d 2 u = -|«i/-^n 

d 2 v = - + (-<[/ + ^' yV )- 

以下是对于 [/ 的具体计算.用 du = Uj： da: + Uy dy，dv = v x dx -\- v y dy 代入得到 

u = jr { WL {<?- ^Mu 4 - ^«) 2 ]dx 2 

+ 2[-0» ^MWu + M) - «y v ] dx d3 / 

+ Ku(^ v ) 2 - 2 ❼ rM) 2 } dy 2 }. 

又可见若将上述表达式中的所有的 ^ 的二阶偏导数改为切的相应的二阶偏导数就可以 
得到 y 的表达式. 

将[/， K 代入 d 2 u 的表达式中，并分别收集如 2 , do: dy 和 dy 2 项的系数，就得到 


^xx = -JT^v^^Wuu - ^v^Puu) - 2 «V(«V - vWuv) 

+ «) 2 (« - «:)]， 

Ky = — «J — «乂 + «)(« - «’J 

+ iWu、《v _ « V )]， 

u yy = - JTK ^ v ) 2 (^Wnu - «tx) - 2 «(« - «、〉 

+ «) 2 (« - «!»)]• 

关于 t； 的二阶偏导数的计算从略 .口 

习题3416函数 U = u { x ) 由方程组 

{ u = f ( x , y , 2 ), 

咖， y ， 2 ) = 0 ， 

h ( x ， y , z ) = 0 

定义，求砦和 0. 

解从题意和隐函数组存在定理可知，题设的方程组确定出 u ， y，z 为 x 的函数.将 
它们代入方程组并引入算子 

A =^ + y ' t + z ， - k ' 

则就有 

u r = Af = f[ + fW + f^z\ 

0 = A5 = 5； + + g f 3 z \ 

0 = Ah = h \ + h ’ 2 ]/ + h r 3 z r . 

将此方程组再改写如下 

^ - IW - IW = /(, 

-9 W - 9 z z， = 9 \y 
— h ^ y ' — h !^ z r = h [, 

然后即可解出 

/( sk n 

g 、^2 ^3 d ( f , g ， h ) 9,3 g，i g 、9’2 

,^1 ^2 ^3 d ( x , y , z ) , *3 , ^1 h 2 

^ = = ^7 iT\ , y = 9 2 = • 

92 93 i \ 9： - h \ 9,2 9,3 9,2 9,3 

h f 2 h f 3 W) h f 3 h ' 2 h ， 3 

为求二阶导数，先将前述方程组求导得到 


0 = A 2 /i + h! 2 y n + b! z z\ 


然后即可解出 


6.3.4 隐函数与偏微分方程（习题 3421-3430) 

与 §6.2.5 的第 （1) 种类型的习题类似，这里的习题是给定方程（或方程组)，其中一 
般含有任意可微函数，要求验证由方程（或方程组）确定的隐函数满足某个偏微分方程. 


习题 3421 设$(% 7；) 是变最的任意玎微函数， a 和 6 为常数. 证明： 由方程 


<f>(x - az, y — bz) = 0 


定义的函数 2 = z ( a :, 2 /) 为方程 




的解.说明曲面 （1) 的几何性质. 


解将2 = 4： r ， 幻代入方程，对: r ， 2/分别求偏导，得到 


然后即可解出 


+ <1 - 噹 )=0: 

dz 二 

dx a^\ -f b^o 5 


⑴ 


dx a^\ -f b^2 ： 

3z = ^2 

dy + 6^2 ' 

从而可得到 = 1. 

ax dy 

由于是曲面的法向量，因此上述偏微分方程表明曲面上任意点处 
的法向童与一个常值向暈 （ a , 6, 1) 正交，即曲面为柱面，其母线平行 于向童 （ a ，&, l ) .口 


□ 

月 ^ 1^3 I _ 

/ ^ ft /仍 1 ^2 
2 2-2 
AAA 


习题 3423 设$(4是变量 u 的任意可微函数， a ， J > 和 c 为常数. 证明: 

ax + fey + C2 = ^( x 2 + j / 2 + z 2 ) 

定义的函数 2 = z { x , y ) 满足方程 

(cy — bz )^ + { az - cx )|^- =bx - ay . 

说明曲面 （2) 的几何性质. 

解将 2 = z ( x lV ) 代入（2)，然后对 z ， 2 /分别求偏导，得到 

(c 一 22 $')!^ = - a -^2 x ^ f } 


由方程 


( 2 ) 


解出 


(c-2z^)^ = -b + 2y^. 

dz = - a - I - 2 x^ f dz _ 一 6 + 2 y 龟 , 
3 x _ c 一 2 z ^ ’ ~dy ~ c -2 z ^ 


然后代入方程就有 

㈣ 一喊 + (a2 一 = (cy - ㈣(- a + 2x^Kja r cx) (-6 + 2^) 

= bx — ay . 

为了解曲面的几何意义，任取曲面上的一个点 Po ( x Q , yo , z 0 ), 且令 

T- 2 = ^0 + yo + 2 0» 

就可以看出点尸0同时满足以下两个 方程： 

ax + by + cz = $( r 2 )， x 2 + y 2 + z 2 = r 2 . 

而上述两个方程的几何意义是一张平 Ifc 和半径为 r 的球面.它们有非空交，则其交集为 
经过点 P 0 的一个圆周，它的岡心是平面 ax + by^cz = $( r 2 ) 与直线| | f 的 

交点.由此可见，这个圆周是点尸0绕此直线旋转而形成的. a ° 

这样就证明了曲面 czar + by + C2 = <^( x 2 +沪+ z 2 ) 是以直线 I = I = I 为旋转 
轴的旋转曲面. 

此外，前面证明的偏微分方程可改写为曲面的法向量(||，||，-1)、曲面上的点 

的矢径向量 ( x ， y ， z ) 和向最 ( a , 6, c ) 的混合积为0,即 

dz dz 
dx dy 

T If y = 0. 


这也有明显的几何意义.对于曲面上的点 P ( x , i /, z ) 5 矢径向景 ( x , y : z ) 与旋转轴的方向 
向量 ( a , 6, c ) 的向景积就是点尸绕旋转轴形成的圆周在点 P 处的切方向.由于该圆周 
在曲面上，因此该切方向与曲面的法向最必定正交 .口 



习题 3426设 a = a ( x , y ) 为参变景， /(a) 为任意可微 函数.证明： 由方程组 

f rr cos a + ysin a + In 2 = /(a), 


定义的函数 2 = z ( x , y ) 满足方程 


f ) 2 + ( 


= 尸⑷ 


t ) 2 = ， 


解题意表明从方程组确定2和 a 为 x，y 的函数.对第一个方程求微分得到 

cos adx + sin ady + (—xsina + y cos a) da -f- — dz = f f ( a ) da . 

z 

利用第二个方程即可消去上式中所有与 da 有关的项，于是得到 


dz = 


dx — zsinady, 


这样就 N 时得到了 


备 =- 


2COSQ, 




= — zs \ na . 


它们的平方和等于/ .口 


注习题 3426-3429 的背联可参看 §6.5.3 的包络线与包络面. 

习题3430证明：由方程 

V = xcp ( z ) + 矽 ( 2 ) 

定义的隐函数 2 = z ( x , y ) 满足方程 

(磬) 2 #1■- 2 笋 + (爭 /ft = ◦. 

\oy / dx z ox ay axdy \ ox / dy 

解对方程 y = Xip ( z ) - f - rp ( z ) 求微分得到 dy = ip ( z ) dx - f - Xip '{ z)Az -f # ⑷ dz .将 
它整理为 

( xip r ( z ) + tp f ( z))dz = - tp { z ) dx + dy , 

就可得到 

dz _ P ⑷ dz _1_ 

dx ~ a : 〆 ⑷ + WW ’ dy ~ X ( p ’( z ) + 岭’ ( z ). 

然后从上述一阶偏导数再求偏导得到 




^{ 2 ) • dz 


[x〆 ⑷+作 )1 


{#) + —%) + 0)1砮}， 


^k = ~ [ x ^'( z ) + ^( 2 )] 2 {^ ，(2) + K ⑷ . 〆'⑷1备}’ 

将上述三式分别乘以( I ) 2 ,-嗜鸯， (| j ) 2 后相加就得到 0. □ 



§6.4 变量代換（习題 3431-3527 ) 


§6.4 变量代换（习題 3431-3527) 


内容简介变量代换是常微分方程、偏微分方程等领域中的基本工具.本节的习题 
可分为一元函数和多元函数的变量代换两部分，后者又分为只对自变貴作代换以及同 
时对自变量和因变量作代换等3个小节. 


从第二小节开始是多元函数的变量代换计算，其中的技巧性较强，对于初学者是一 
个挑战.若方法选择不当，则计算可能会很繁复，也很容易出错.为此在汁算方法上提出 
以下几点供参考. 

(1) 在变量代换前后的两组变量中，往往可以自由选择其中某一组变量为自变量， 
另一组变量为中间变量®，但在一个解法中作出这样的选择之后不应当再作改变. 

(2) 在作出 （1) 中的选择之后，除了直接计算各个偏导数之外，还可以用 §6.2 和 §6.3 
中的全微分方法.特别是对于一阶全微分可以利用其形式不变性.二阶全微分虽然没有 
这样的形式不变性，但在很多问题的计算中也是有用的.这时可以利用自变量的二阶微 
分一定等于0的特性.然而中间变最的二阶微分则没有这样的性质. 

(3) 利用自变 M 的微分可以自由陚值的特点，在作出⑴中的选择之后，可以将自变 
景的微分取为某些特特殊数值，这往往会提 供变量 代换的较为简便的计算方法 

在 §6.4.2 的第一个习题3458中，将通过具体求解对上述各点作出解释. 

6.4.1 —元函数的变量代换（习题 3431-3457) 

本小节是关于常微分方程或一元函数的微分表达式的变最代换.这方面的一本有 
用的手册是【 2 3】. 


习题3432把2/看作新的自变蛩，变换方程 

2/ V 4 ) - 1( WV " + 15 y " 3 = 0. 


解（概要）按照题意即将原来的自变量: r 看作新的因变暈，这样就要求将关于未 
知函数 2 /( x ) 的微分方程转化为关于其反函数 rr ( 2 /) 的新的微分方程. 

为此需要求出反函数: r (2/) 的前几阶导数.将它们用记号 : r '， o :〃 表示.回顾 §2.5.2 的 
习题1145,在那里已经计算得到反函数的前4阶导 数为： 



x (4)_ y (4) , I0y ; v 15^ 3 

一一^ ■十 ~ ^ 

可见本题的方程已经转换为 = 0. 它的通解即所有的三次多项式 .口 
^这是对因变 鼉保持 不变的代换来说的，对于因变量也参加代换的情况可以类推. 

® 这种方法在 [11] 第三卷的222小节的例题 6) 中有所提及（该题即是 §6.4.4 的习题 3514), 它在变甭代 
换计算中经常有效，并将成为本节以下从 §6.4.2 到 §6.4.4 的主要方法之一. 


习题3433把 rc 看作函数，把 t = a ：2 /看作自变最，变换方程 

y" + li/ + y = o. 

解用±，无记 x 对 f 的导数.从（=12/对（求导，就有1=初+ 0：切'，解得 


XX 


将上式再对 X 求导，就有 


d(y 7 ) 


• ~dT 1 ( X 

y = — 

dT 


- \-xx 

X 2 X 2 


++ 學) 


= __2_ x _ + ^ L . 

X 2 X XX 3 X 3 

将 vW ， 代入方程就得到 

y " +|V + !/= (_ - 含 + 營) + 吾(去一含 )+ I 

= -^- + i = 0 - 

整理后就得到新的方程为 i -吐 3 = 0. 若将 i 作为未知函数，则就将原来的二阶变系数 
线性方程转换为容易求解的一阶常微分方程 •口 


习题3438引入新变罱？/ = 
p{x)y f + q[x)y = 0 . 


其中 〆 4 € c ⑴， 变换常微分方程 


解为简明起见，令 


办卜七 : 。賴 


则 y = u/(x). 对自变嫩 x 求导得到 

V ’ = V /⑷ + W ( x ) •[- yp ( x )] , 

y " = u n f { x ) + 2 u ' f { x ) - [ - yp(x)] + uf ( x ) - jp 2 { x ) - 号/⑻〆⑷ • 

将它们代入所给的方程就得到 

2/" + p ( x ) y , + q ( x)y = u n f { x ) - u , f ( x ) p { x ) + juf ( x ) p 2 ( x ) - ^ uf ( x ) p \ x ) 

+ P ⑷.卜’/ ㈤- - juf { x ) p { x )^ + q ( x ) uf { x ) 

= /(X){w" + 卜 (X)- 皆 P’(X) - jP 2 (x)]u| =0. 

由于 f ( x ) 没有任何零点，因此可以约去 f ( x ) 得到等价的新方程为 

u " + [ g ⑷- jp f ( x ) - ~ p 2 ( x ) u = 0. □ 

注本题是二阶变系数线性常微分方程研究中的一个基本变量代换，它表明总可 
以消去该方程中关于未知函数的一阶导数项. 



习题3443引入新变量 rr = +， 2 / 其中 u = tx ( f )， 变换方程 〆 〃一 x 3 y f, + 


xy ; - y = 0. 


解用 kii 等记 u 对 t 的导数，则有 


dy 立_ 

y' = t-i = lz ^=^ 

dF t 2 


d (2/) 

y，U 


dt _ —tii 

~ dx — ~ r 
dT 一瓦 


= t 3 u , 


y ,,f = ^ = 3t2jl ^ tZ{£ = 一 3 以- t 5 U . 

^ dx dx 1 

dT 一耳 

将它们代入所给的方程就得到 

y ，f/ — x ^ y n + xy ' — y = (一3尤 4 ii 一 t 5 ' ii ) — + y (u - tii )- 号 

=- 3 t 4 ii 一 u — u = 0. 

于是变换后的方程为《 5 石+ (30 + l)ii + A = 0.若将 ti 看作为新的未知函数，则就已将 
原来的三阶方程转换为二阶方程 .口 


d(y ff ) 


习题3444 (斯托克斯方程）令 


u = 


X - 


H ㈢I ， 


并把^看作变 M ( 的函数，以变换方程 


(x — a) 2 {x — 6) 2 

解用等记: r ， ti 关于 i 的导数，则从纟与 z 的关系式对 < 求导得到 


=( 占-击) 


于是得到 ±= . 卜 
然后计算 


y , = u -\- (x — 6)-^- = u -f (x — 6)4- = u 


a - b 
x — a 


ii u a — b 

y = i 一 

_ (q — b)u 

一 Or - a)(x - b ) 
将上式代入所给的方程就得到 


a — 0 u 
x — a x 


( a — a — 6 a — b 

(x - a ) 2 X - a (x - a)(x — 


^ 0, 


即已转换为常系数的二阶线性微分方程（参见 t 23] 的 2.382 题) .口 



习题 3448 证明： 方程 y，"(l + y ,2 )- = 0 的形式在射影变换 

_ W + M + Cl _ Q 2g + M 
X ~ a^-\-br]^ c y y ~ a^ + by + c 

下保持不变. 

解本题有误间.即使用最简单的 x = ^y = a ^( a ^ l ) 代入，方程也不是不变的. 
若将方程改写为 

，(1 + y ' 2 ) _ 吾一+ y ，2 )"^=0, 

则就是 

[y^l+^r^l^O, 

于是得到 

/'(l+y， 一吾 =C. 

回忆平面曲线的曲率公式（参见§2.14)，可见上述推导表明满足所给方程的曲线的曲率 
为常数，因此就是平面上所有的圆.可是在本题的射影变换下，圆在变换后一般不再是 
圆. W 此本题关于方程形式不变的结论不能成立. 

然而在射影变换下不变的方程是存在的.这就是 

9 y ^ y ^) - 4VW 4 ) + 40〆" 3 = 0. 

它可从 §6.3.2 的习题3382的 [( y , f f ^] =0推出，其通解就是所有的平面二次曲 
线（且包括退化情况在内)，而在 It 影变换下二次曲线仍然变为二次曲线 .口 

注 关？ 射影变换的分解见 [141 的§37,上述方程就是该书第二章的习题18,被称为 
阿尔方微分不变量.此外还可参见[23】的题 7.11 和 7.17. 


习题3449 (施瓦茨导数） 证明: 


的值在分式线性变换 
下保持不变. 


相=^-香[鏘 I 


y= ^Tl 0 ) 


解为证明 S [ x ( t )\ = 5[y(0], 只需用链式法则求出 y 的一阶到三阶 导数: 

_ = ㈣ ) =濃^)， 


2/"(0 =- 


2c(ad - 6 c ) 


"[ CX ⑴ + f 

， =( 
将它们代入 S [ y { t )} 中即可得到 


W ( t )] 


ad — be 

[ cx { t ) + d } : 




[工 , ⑴ r 


6c{ad - be ) u /a 、. 

ROW ⑷ + 


ad — be 
x ( t ) -f d \ 



S[y(t)}= 


r ⑷ 


3 r y " ⑷ 


】 y\t) 2 L 1/(0 j 

[cx{tf+ d] 2 剛 } 2 "" cx(f) C +d I，，(i 

鐵-吾隞] 2 =聯 口 


n it ) + 


进_ 3「一 


X ' ⑴ 


cx { t ) + d 


⑽+ 




注1在 t 32] 的第六章第二组参考题12中列出了施瓦茨导数的几个基本性质，从 
其中两个性质即可推出本题的结论.一个性质是 

S (鮮) = 0 ， 

另一个性质是 

S [ f(gm = S [/ ⑷ 1 = 洲 • [ g \ t )}^ + S [ g ( t )). 

注 2 这里对历史作一点注解.施瓦茨导数是复分析中的一个较老的概念.据编者 
所知，施瓦茨导数在20世纪70年代后期开始的混沌学的发展中有重要的应用，见 fl 7 j 
中专门为此写的附录 B : “施瓦茨导数和辛格尔定理”.对于施瓦茨导数作较全面介绍 
的 一 篇短文为： V . Ovsicnko and S . Tabachnikov，What is the Schwarzian derivative ? 
Notices of the AMS , v .56, no.l (2009) 34-36. 在该文中提到， S [ x ( t )] = ⑴ j 的充分 

必要条件是 (ad - bc ^ 0 ). 


\t) + d 


形式. 


习题 3450 令 x = rcosip，y = rsinp ， 写出方程 ^ = x ~^~ y 在极坐标 r,p 下的 

ax x ■ y 


解视 r 为 p 的函数，记 〆 为 r 对于 p 的导数，则有 


dy _ d(p _ r ^_ 
dx — dx — v ' 


dip 


r ’ sin <p + r cosy ? 
r ’ cos ip — r sirup 


将它代入所给的方程就得到 

r ’ sin p + r cos p _ r cos y ? + r sin y ? _ cos y ? + sin y ? 
r f cos ip — rsinip rcos ip — r siny ? cos ip — sin9 ? # 

将此式交叉相乘并加以整理，就得到变换后的方程为 〆 = n 这容易解出为 

r = Ce ^, 

其中 C 为任意正常数.可以看出，这就是对数螺线（参见第一册附录一的习题 371.1( d )). 
显然它适合于用极坐标来进行研究 .口 

习题3455写出方程组 

dx ... 2 . . 2 、 dw . , / 2 . 


普 = y + fcr ( x 2 + 2 / 2 )， | = -x + ky { x 2 + y 2 ) 


在极坐标下的形式. 


解从 r 2 = : c 2 + y 2 和 (/? = arctan —出发求导就得到 




dr _ x dx , V dy _ , 3 

dF _ 一 ， 




. 工醬_以普 = _^业 _ _!_ dx 

x 2 r 2 dt r 2 dt 


即使不求出 r ， p 的显表达式也已经可以看出，随着 < 的递增，平面上的积分曲线 
{ r { t )^( t )) 必定是以顺时针方向围绕原点作无限次旋转，而它与原点的距离则按照 fc 的 
符号或者单调趋于0或者趋于无穷大.显然，采用极坐标系对于本题的方程组的积分曲 
线的定性研究是合适的 .口 

习题3456引入新函数 r = x / x 2 —+ y 2 , ^ = arctan ^-, 以便变换表达式 


W = 




-峰 


解 记匕 0等为关于《的导数，并将所给的表达式改写为 

w= M x l- y 普)， 

可见只要求出■^和从 x = rcosp 和? y = rsinp 出发对 f 求导，于是有 

= r cos ip — r sin (p - ip y = r sin ip + r cos ip • ( p . 

将它们代入 W 的新表达式中就得到 

W = 去 ( r 2 *) = 2 rrip -\- r 2 ( p . 口 

习题 3457 在勒让德变换中，曲线2/ = 2/(:r) 的每一点 （x，y) 对应于点 （入， F)， 其中 

X = Y = xy 1 - y . 

求 r ， f "及 y ,n . 


注本题与 §2.5.2 的习题 1144 重复.此外，关于勒让德变换的应用可以参考问的 
第一卷的 §4.9 以及第二卷中专设的 §1.6 “勒让德变换”. 


6.4.2 多元函数的变量代换 I (习题 3458-3483, 3487) 

本小节的习题只涉及一阶偏导数.下面的第一个习题是对于本节前言中提出的各 
种方法的一个初步解释. 


习题3458引入新的自变量 $ = x + y ,7 j = x — y , 解方程 



解1仏^/是原自变暈^川为新自变量，于是既可写出 2 = 2(: c ( C ， r ;)， y ( C ，7/))， 也可 
写出 2 = 2 ( C ( o :， y )， r /(: r ， y )). 现在选择后者，即以: r ，2 /为自变量，以为中间变量，则 
可以计算方程中的偏导数 如下： 



dz _ dz 
dx — dx 


dz dy 一 dz^ , dz_ 


dx drj dx 

dz dz dv 

df dy dr] dy 


de • 初， 

dz dz 

ar'W 


将上述结果代入所给的方程就得到 1^ = 0. 于是即可解出 

z = ^(0 = v 5 (工 + y )， 

其中 (P 为任意可微函数 .口 

解2若选择 tr? 为自变暈 ， 0：，2/为中间变量，则需要从题设的代换求出其逆代换 
^ — y W 和 y = j (之一 ”)，然后就有 

dz _ dz dx , dz dy = 丄 f dz_ , dz \ 

dx dy 2 V 3a: dy )’ 

dz = dz dx , dz dy = 丄 ( dz^ _ dz \ 

dr] ~~ dx dr] dy dr] ~ 2 \ dx dy J’ 

由此可见原来的方程即变成 -^-=0. (因此||是不需要计算的 .） 其余同解1 .口 

解 3 (全微分法）利用一阶微分的形式不变性就有 

dz = z ' x dx -\- Zy dy = z f ^ d ^ + drj 
=< (da : 十 dy) + < (dx - dy) 

=(^ + 4)cLc + (^-2；)dy, 

由此即可得到 4 = <+ < 和 < 以下与解 1 相同 •口 

解 4 从所给的方程可见，在全微分等式 

d " = -|- dx+ ^- dy 

中，若令 dr = 1, dy = -1, 则就有 dz = 0. 

又从代换关系 《 = a: + y, t / = x - y 可得到 

df = dx + dy , drj = dx — dy , 

口丁见当 dz = 1, dy = -1 时，就有 = 0, dry = 2. 

将以上结果代入以 try 为变量的全微分等式 

dz = f d ^ t d7? ' 

则就得到 = 0 . 其余同解 1 .口 

习题3460引入新的自变量 ^ = x,v = y - bz , 解方程+ 6-^- = 1 (a ^ 0). 

解1在本题的变量代换中自变量的变换与因变暈2有关，但2仍然为因变量.由 
一阶微分的形式不变性有 

dz = z^dx z!ydy = dry = 2 忌 dx -f z f v (dy — bdz) y 


dr ? 


dr /， 


1 . □ 


由此解得 
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可见有4 = 


2 忌 


+ <， 


心 = 1 -^bz 1 ^ dx + z ^ dy ^' 


. 将它们代入方程 ^bz f y = l 就得到 


’ 1+K 

az 、 + bz“ = 1 + bzk ， 

于是方程转换为 < = +，因此可解得 

之 = 去 € + M = 如 + ^(y- bz )， 

其中 p 为任意可微函数 .口 


解2由方程可知对于满足方程的函数2 = z(x t y), 当 da: === a, dy = 6时必有 
dz = l. 因此只要在解1开始得到的 

dz = z^dx z^dy - bdz) 

中用 d:r = a, dy = b,dz = 1 代入就得到 < = 其他同解 1 .口 


习题3470取： r 作为函数， rWy 和2作为自变最，变换方程 

(工- 2 ) 备 + y l ^ = 0 . 


解1 题总是 从方程 2 - z(x,y) = 0确定出 rr = 因此将它代入方程后就是 

关 T 2/，2的恒等式2 e z(x{y,z),y). 将此式对于 y,z 求偏导，得到 


0 = z r x Xy 4- Zy y 1 = «• 

于是即可解出 

将这两个结果代入题中的方程就得到 

X - z- yXy = 0. 

若改写为 Or — 即可解得 

y 

X = z-h (f(z)y y 

其中 p 为任意可微函数 .口 
解2写出 

dz = 4 dx 4- z' y dy r 

并与习题中所给的方程比较，可见对于满足方程的 z{x,y\ 当 dz = x_ a dy = 2/时，必 
有 ds = 0. 

利用一阶微分的形式不变性，在 

dx = Xy dy + x' z dz 

中用 dx = x-z,dy = y 1 dz = 0 代入，就得到以 rr 为未知函数的方程为 


习题3480令€ = f ， r ; = 子 ， C = A 切=|，其中切 = 吨 ，仏 0, 变换方程 


^+2/^- + ^=u + 


t = 


工 y 

Z 


解1为了将方程中的三个偏导数用 m 乂和 W 表出，从 U = ^；计算全微分如下 
du = zdw + wdz 

= z(w r ^ + w^dr] -b Wq d^) ^ wdz 

= zw^y dx —含 dz ) + zw^y dy — d2 ) + zw ^ dz + wdz 

=^ dx + dy + (一 — tju /” + Qw r ^ 4 - 扣) dz , 

这样就有普 = 吟鸯 * = < ，普 = 一 « -Vw^Cw^w . 将它们代入方程得到 

xw^ + j/W’rf + - rjw^ + (W' c -\-w) = u + 

加以整理后得到新的方程为 0^==^?. 这容易解出为 

w ; = ^ ln |(|+ p (《， r /)， 

其中 p 为任意可微函数 .口 

解2对于切=切义7/，0写出其—阶全微分 

dw = ^ drj + dC, 

然后根据给定的变换关系得到 

^-dz = (士 dx - ^2 心 )+ < (士 dy - -^2 dz^j + dz. 


另一方面，将 diz = u f x dx+Uy dy+tiz Az 与方程比较，可见当 dx 
时必有 dti = u + 将这些微分值代入前式，则就得到 


= x } dy = y y dz = z 


晋=+， 


也就是 0< =加其 余同解 1 .口 

习题3483令 a ; = rcosip，y = r sin (/>, 写出從 = ("^) + 在极坐标 7 '和 

W 下的 形式 . X V 


解1按照 W = 


du = 


即可得到 


u(x(r, <p),y{r, ip)) 计算其全微分： 
v! x dx + u f y dy 

u' x (cos cpdr — rsiiKp dip) + u y (sin p dr + r cos 9 d(f) 

v! r = u' x cos 9 十 u’ y sin #， 

= -u^rsuup + u r cos ip, 


于是可见有 


W = u ^- bu ^ = □ 
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解2写出 r = y/x 2 +?/ 2 和 = arctan ^ ,然后可以按照 w = u{r{x,y),(f{x,y)) 
计 算其全 微分： 

du = dr + d(f 

弓^)， 

将其右边整理为 dx 和 dy 的线性式，就得到 


然后 代入切 的表达式中即可得到与解1 相同的答案 .口 


6.4.3 多元函数的变量代换 II (习题 3484-3486, 3488-3511) 

这一小节中的习题都涉及二阶偏导数的计算，但在代换中不改变因变苗:.注意在自 
变量、中间变量和因变量中， 自变量 的二阶微分必定等于 0. 


习题3484写出切= 


0!u 

dx 2 


+ 


d 2 u 


在极坐标 r 和 f 下的形式. 


解1利用在习题3483的解2中已经求出的 


xv! r 




即可计算得到 


U xx = U 'rr - fr - 2 u 'r V • ^ + U ’“ • 十 < • + U i> . 亨， 

U VV = U "r - ^2 + 2u r V ' + U 'r ' ^ ~ K ' ' 

将两式相加即得 

w = u xx + u， yy = u rr + ^ - u， ^ + + •<•□ 

解 2 以: C ，2 /为自变暈，则有 

d 2 u = u^ 9 dx 2 + 2u ^ y dxdy -{- u^ y dy 2 , 

因此只要分别求出 dx = 1, dy = 0 W dx = 0 ，dy == 1 时的两个 d 2 u , 然后相加即可 
由于 r ， p 为中间变量，因此有 

d 2 u = u ' l r dr 2 - i - 2u r ^ dr + v !^ dip 2 H - vl r d 2 r -f v !^ d V . 

利用 r , p 为极坐标，因此有 

r dr = x dx + 1 / dy ) r 2 d^p = xdy — y dx , 

dr 2 + rd 2 r = dx 2 - f - dy 2 ，2 r dr dip + r 2 d 2 ip = 0. 

于是当 dx = 1, dy = 0 时得到 


dr = —, dip =— 


这样就得到 


y_ 


d 2 r = d 2 y> = 


_ 2 xy 



U 'xx = fr • u rr - 2-^f • u % + fr • + fr • U r + -^r • K- 

然后用相同的方法计算出 t4 ' y 并与上述相加即可，从略 .口 

解 3 学过场论之后本题的答案可从 §8.17 中的几个习题的结论推出. 

先根据 §8.17.2 的习题 4425, 有 div(gradw) = Au . 若 u = u ( x 7 y ) 7 则空间的柱 
坐标变换就是平面上的极坐标变换.引用 §8.17.1 的习题 4415(a), 就得到 gradu = 
<e r H- 丄<再引用 §8.17.2 的习题 4433, 就得到 


= «)； + + = u；V + y • + -T * K<p. 


习题 3485 写出切= 3； 2 |^+2邛^^+1/ 2 |^在极坐标 r 和 p 下的形式. 


解以 x ，2 /为自变董，则扣在和办= 2/时与 d 2 u 相等 • 

利用习题 3484 的解 2 中的推导，在 

rdr = xdx -h ydy, r 2 = xdy — ydx 、 

dr 2 4 - r d 2 r = dx 2 -f dy 2 , 2r dr dp + r 2 d 2 (f = 0 

中用 da: = re 和 dy = 2 /代入，就得到 

dr = r, dy) = d 2 r = d 2 (p = 0. 

将它们代入 

d 2 u = u^ r dr 2 -f 2u^ dr d(f + d(p 2 -f u' T d 2 r -f d V ， 

即可得到 




习题3486写出切= 2/ 2 |^ - /蘇+ x2 ^-{ x ^ + y %) 在极坐标 


和 p 下的形式. 


解先用上一题3485的方法求 rr |^+ y |^. 

由一阶微分的形式不变性有 d2 = 2 ^. dx + Zy dy 和 dz = <dr + d <^, 因此只要计 

算 da : = re 和 dy = y 时的 dz . 如上题所示，这时 dr = r , dy ? = 0, 因此就得到 

+y % = rz，r% 

然后套用习题3484, 3485 的结果（只需将两题中的 u 改记为办就有 

n o o 


= y^-^ +x2 w 


d 2 z . d 2 z 


dx 2 




. d 2 Z . n ,2 3 2 z 


. dz 


=—(4;- 



习题3488引入新的自变貴《= a : — at , n = : r 十味解方程 

d 2 u 一 2 d 2 u 

~ W^ a a ?"* 


提示在 §6.2.5 的习题 3326 中已见过这个弦振动方程，又在该小节的习题3353的 
解1中对于 a = l 解出该方程，其中的方法可用于本题 .口 

习题3492取 u = -^-^,1； = -一为新的自变量，变换方程 

x 2 + 2 / 2 x 2 + y 2 


会 + 卜 . 


提示参见 §6.2.4 的习题3308,本题也是后面的习题3502的特例 .口 
习题3496取 u = :r + y ， t ;= j + f 为新的自变暈，变换方程 

x y 


解以 u ， t ; 为中间变最.由于方程可改写为 

^(4 - z f y Y x - V 2 ( z' x - Z ；)； = 0, 

因此先计算 

Z x = z u — ~^2 Z V1 

K = - 含4， 

于是得到 
以下计算 

(zX = < v - 含 c ， 

(4)y = z uv - -^ z vv 

然后就可将所给的方程变成为 

x2 ( Z x - Z y)x - y 2 ( z x - z y)y = ^ - ^ Z v + (^2" - J ) ( 2 uv ~ 含 K ’ v ) 

+ y 2 • ^3 z， v _ G 含 O 

_ U . (P - y 2 ) 2 .ff _ n 


以下计算 


= 0 . 


(x 2 -y 2 ) 2 


从自变量的代换公式可以得到 2 -^ - = uv(uv - 4), 于是新的方程为 

x 2 y 2 

O u (4 - uv ) Z，v ' 

若以 < 为新的未知函数，则就可作为一阶常微分方程求解 .口 




习题3498取 w = a : tan |, t ; = rc 为新的自变量，变换方程 


4 


— 2 a : sin 2 /-^ ■丄乂 


dxdy 


y ^ =0 ' 


解由方程可见，若以 x，y 为自变量，则在 

d 2 z = z^ x dx 2 + 2 z^ y dx dy + z^ y dy 2 
中令 dx = x y dy = - siny 就可将方程化为 d 2 z = 0. 

以为中间变量写出 

d 2 z = z^ u du 2 + 2 z^ v du dv 4 - z" v dv 2 -\- z' u d 2 uz f v d 2 v. 

然后先计算出 

du = tan * dx + I sec 2 dy, dv = dx, 

d 2 u = sec 2 i dxdy + I sec 2 y tan y dy 2 , d 2 v = 0. 

于是当 d:r = x, da/ = 一 siny 时就得到 

du = 0, dv = x, d 2 u = —xsiny, d 2 v = 0. 

将以上结果代入的前述表达式中，就得到 

X 2 z" v -xsinyz^ = 0 . 

最后将上述方程中的系数用新自变量表出，就得到新方程为 

z " 2 ~ v ? 2 + v 2 Z，u = °' 口 

习题3500取1/ =工，1； = 2/ + :为新的自变录，变换方程 

^■ = ( 1 + If)'- 

解本题的新自变 m 与因变有关， mz 仍为因变量. 

根据一阶微分的形式不变性，以 u， V 为中间变量，计算 2 的全 微分： 

dz = z f u du + z f v dv = z r u dx + z' v (dy + d2)， 

并整理成为 


(1 - z' v ) dz = z r u dx-\-z f v dy. 


即得到 


4 = 


— z ： 


然后将 < 对 a ; 求导得到 


^ = - 0 , = 

= (1 — 上 :， )2 (C + Z vv • z ， x) 
// n / 

• UV I ^VV^Xl 

' TT ^ O 2 (i - 4) 3 . 


Y ^ Z v)x 


代入所给的方程就得到新的方程为 


(1 — <)0 < v < 



习题3501利用线性变换 


把方程 



《= x + X ， i2 /, rj = x + 入 22 /， 

且 AC 7 _ B 2 < 0) 变换为以下形式 


求满足方程 （1) 的函数的-般形式. 


蘇 =0 . 


⑴ 


提示若取欠= a 2 , S = 0, C = -1，又记2/ =纟，则就变为习题 3488. 它与本题的 
计算是类似的 .口 

习题3502 证明： 拉普拉斯方程 


的形式在满足条件 ® 


的任何非退化变换 


下保持不变. 


a ^ B- + $- =o 

dip _ BtJ; d^p _ d^p 
dti dv ’ dv _ du 


x = ( p ( u , v ) } y = tp ( u } v ) 


解题意表明，若 2 = z(x，y) 是方程= 0的解，则当是满足柯 

西-黎曼方程的非退化变换时， zMu f v)^(u,v)) 是方程 g + 0 = 0的解. 

以/为中间变暈，则有 U 

dz = z r x dx ^ z f y dy 

= 4 (^U du + dv ) + Z y(^u du + dv ) 

=(4^u + 40 dtx + (4 乂 + 4 必) dv ， 

这样就求出了 

4 = z Wu + 

然后即可计算得到 

z uu + z vv = (^Wn + ^u)u + (:» ^Wv)v 

= 4'x(< 2 + W) + 24V(« + + O: 2 + <) 

+ Z， x^P'in + ^Pvv) + z yWuu + C 

由于 < = 此， < = 一<，因此就有« + = 0, < + =於+ 仏 2 , 且有 

①这组等式经常称为柯西-黎曼方程.在 §6.2.4 的习题3308已经见到过（参看该题的解后的注). 




O O i^vYu + (-<): = 0 , 
C + O (-〆 iX + (乂 K = o. 


于是得到 

Ol = « + O(4'x + O 0 . 口 
注以上推导中没有用到题设中的变换非退化的条件.实际上，在条件 

成 立时， 就可保证变换2： = rM iV = 7 P ( Ui v ) 的反函数(局部)存在，且可从 4 ' w + 4 ' v 
0反推出2= 0. 


习题3507证明：方程 


的形式在变换 


下保持不变. 


0 +2 蠢+祭=。 


u = x + z, V = y + z 


解条件表明 d 2 2 = 4 ’i dz 2 + 2 z^ y dx dy + Zy y dy 2 在 dx = dy = 1 时等于 0. 
以新自变最 ％ t ； 为中间变觉，则为了计算 

d 2 z = z^ u du 2 4- 2 z^ v du dv + z^ v dv 2 -f z' u d 2 u + z' v d 2 v } 

只要先求出 dx = dy = l 时的 du , dv ， d 2 u 和 d 2 v . 

从变换的表达式可得到 

d?x = drr + dz = 1 + dz , dv = dy + d2 = 1 + dz , d 2 u = d 2 v = d 2 z = 0. 
于是就得到 

d 2 ^ = « u + 2 < v + < J(l + d 2) 2 = 0. 

由于这时 1 + d2 = 1 + 4 而非退化变换 u = x + z，v = y -\- z 的雅可比行列式 

d(u ， V) _ |l + 之 i Z y I _ 1 , / , n 


取 2/) _ 4 

因此得到 u ^ + 2 C + ^ = o.n 


1 + 


,=1 + Z ; + 2; # 0, 


习题 3510 令 《=|~， T 7 =|，C = 2/_2, 变换方程 


旮切 2 祭 + 22 0+ 2 即翁+&会 


+ 2 -^7 + 2 ^ = 


解1 ( 概要）按照《习题集》对本题的提示，引入算子 

A = X - k ^ y ^^ Z ^ 



多元函数微分学 


则可以验证所给的方程可表示成为 -Au = 0 . 然后可计算得到 

An = A { Au ) - Aix = C 2 |^f = 0. □ 

解 2 所给的方程表明，在 do: = X， dy = y，dz = 2： 时就有 d 2 u = 0. 然后以$，7/，（ 
为中间变量，计算出 

dx -I- -i- dy, dr ] = — dx -\- dz y d ( = dy — dz } 

d 2 ^ = dx 2 - ^2 da:dy，d 2 r/ = da; 2 - d 2 ( = 0， 

且用 d:r = x y dy = y y dz = z 代入得到 

= drj = 0, = Cj d 2 ^ = d 2 7/ = d 2 C = 0. 

最后将以上结果一起代入 

d 2 u = d^ 2 + u^ v d V 2 + dC 2 + 2tx^d^d7 7 + 2^^^ + dC 

+ d 2 ^ + d 2 r ] + d 2 C, 

即可见左边为0,右边除第三项之外也都等于 0, 因此即得到 C 2 < c = 0 .口 


习题3511令① 

x = r sin cos 0 ， y = r sirup sin 0, z = r cos y ?， 

把表达式 

〜 Ht ) 2 + (f ) 2 + (f ) 2 , △- =0+ 祭 +0 

变换为球坐标下的形式. 


解 1按照《习题集》对本题的提示，球坐标变换可分解为两个特殊的变换 组成： 

x = Rcos 0 , y = Hsin 0, z = z ; 

R = rsin v ?, 9 = 0 , z = rcos v ?. 

由于每一个都可以看成为关于某两个变暈的极坐标变换，而另一个变量不变，因此只要 
套用前面的习题3483和3484的结论就可以了. 

以下分别计算 At 和 A 2 . 

(1) 两次引用 §6.4.2 的习题3483的结论，即可得到 

△ lU = + -^2 - 4 2 + 

= 4 2 十+<+ 2 1 2 u 9- 

广 ^ r L sin if 

(2) 先对第一个变换引用习题3484的结论，就有 

△2乜= + u ee + 去 w ’丑 + u " z - 

然后再作第二个变换.这时再套用习题3484的结论，就有 

① 本书对球坐标代换采用 [ ill 等多数教科书中的记号， 与原 题略有不同，即将记号 p 与 0对换.还应指 
出， 《习 题集》 在本题所用的球坐标代换记号与 §8.6 的 三重积 分一节中的记号也不一致. 





同时又有 

*j^2" U 0Q = r 2 ~ U 0e^ 

(其中第二式套用极坐标变换 1/ = rsiiup.z = rcos ( p 时的 -|^-), 于是就得到 
△ 2 u = < +-^. + j ： u' r + < e + - J—^siaip + u '^ 

= U 'rr + 7 U r + ^- + ^^2 ^ U ^- □ 

解 2 学过场论之后本题的答案可从 §8.17 中的几个习题的结论推出. 

首先，如 §8.17.2 的习题4434所示，考 虑三维 空间中的一般正交曲线坐标 u ， v，w 
(柱坐标和球坐标只是它的特例).这时的变换式为 

X = /(u.VyW), y = g(u,v,w) } z = h{u,v,w). 

固定其中两个变最，变动另一个变 S 得到坐标线，这样就可生成相互正交的三个单位向 
量（其中 r = (x ? t/,z)): 

〜 = 士泰 〜 = +監， ew = w ^- 

引用 §8.17.1 的习题 4415(a) 的注，就得到函数 F = F { u , v , w ) 的梯度为 

grad F = 士 F:e u 十 + 去^; 〜• 

其次，拉普拉斯算子可以通过在梯度运算后接着散度运算得到，这就是 §8.17.2 的 
习题4425: 

AF = V • VF = div(gradF). 

然后引用习题4434的答案，即对于 a = a u e u -f a v e v + 有 

diva =TMN [☆■〜)+ ^{ NLa v)+ ^(LMa.). 

综合以上结果就得到拉普拉斯算子在一般的正交曲线坐标系中的表达式为 
AF = div(grad F) 

= ▲ [ 去 ( 平 4 + i (I♦ 忐 (^)]- 

回到本题，改记 F = %这时对于球坐标厂以0有 L = 1， M = r，TV = rsinp (见习 
题4434的解)，于是得到 

= || grad^H 2 = < 2 + - + ^ 上〜 t ^ 2 ， 

△ 2U = [吾(― sin o +砉 (s —<■) +& ★ % ): 

cot 




n 


6.4.4 多元函数的变量代换 III (习题 3512-3527) 

这一小节仍涉及二阶偏导数的计算，但在代换中因变量（即函数）也要改变. 

习题3513 mu = f,v = x 为新的自变量， 而加 = h - y 为新函数，变换方程 


d 2 z 


2 _ 2 
瓦_ I 


解将切=3：2： — 2/对2/求导，得到< =— 1，因此有 
将上式再对2/求导，得到 

z 'yy = (i~ = 清 < _ ^O'v 

= - 含又 • （ - 寺 )= ^ W，U+ ^心 


将以上两个结果代入方程就有 


;+ 2 4 = f - 含心 皆 


2._ . 1 


整理后得到 t /;: = 0 .口 


习题3514取 u = rc + y，t;=| 为新的自变盘，而 ti； =三为新函数，变换方程 

1C X 

— 2 z 4- — z — 0 

dx 2 dxdy + dy 2 ■" 

解以: r, 2/为自变量，则可见取 d:r = 1, dy = -1 时所给的方程就是 dk = 0. 
这时新 自变最 u，t; 为中间变煨，计算它们的微分得到 

du = dx 4- dt/, d 2 u = 0， 

dv = da; + dy, d 2 v = 与 • dx 2 —— ^- dxdy . 

用 da: = 1， dy = -1 代入得到 dtx = d 2 t/ = 0, dt; = d 2 v = -^ + 

又可类似地得到这时的函数初的微分为 X X 

dt/J = w f u du-\- w' v dt; = w r v dv, 






最后从 z = xw; 出发计算得到 dz = wdx -\- xdw t d 2 z = 2 dwdx + xd 2 w . 用 dx = 1, 
dy =- l 代入得到 

0 = d 2 z = 2 w , v dv -f dv 2 十 4 d 2 t;) 

=秘 (十 (蚤吾) 

可见方程在代换后为 ti；l = 0 .口 



习题3525 证明： 方程 


d 2 z d 2 z ( d 2 z \ 2 _ n 

dx 2 dy 2 V dxdy ) 

的形式与变量: r ， y 和 2 所分别担任的角色无关. 

解 由对称性可见，不妨只对于 x 为因变量而 y，z 为自变量的情况作出证明. 

与 §6.4.2 的习题3470类似，这只是从方程2 — 2(0；， 2/) = 0中确定隐函数 ar = xiy . z ). 
为计算 re 的3个二阶偏导数，采用全微分法. 

记住 rr 为因变量， y，z 为 自变最.又为了将自变景 z 与函数 z ( x y y ) 区分开来，将上 
述方程改记为^ 一 /( rr , = 0,并将/的偏导数记为 A 和 / 2 . 

在 y，z 为 自变量的约定下接连对方程 2 - f ( x ， y ) = 0 求两次微分得到 

dz - fidx - / 2 dy = 0, 

一 /ii dx 2 - 2/12 dx dy - /i d 2 x - /22 dy 2 = 0, 

其中利用了这时有 d 2 y = dk = 0. 然后将上面的第一式改写为 

dx = - 会 dj/ + 女 dz ， 


并代入第二式，则就可整理为 


=一含(含 V -管_ +古心 2 ) -警 (一音办 + 女如)办 




=( 一勞+ ▼-會 )dy2 + 2( 學-會 -貪 仏 

这样就得到了 a ； 关于自变量％ 2 的所有二阶偏导数，然后计算得到 

= /n/l _ 2/12/11/2 , f 11/22 一 （ fh /I — 2/11/12/2 , fn_\ 

7 T ~ ~ fT ~^ 7 F ~ 7 f ) 


/11/22-/J 


/? ft 
= 0 ， 


其中最后利用函数 2 =/( x ， y ) 满足所给的方程 .口 


习题3527运用勒让德变换 


x =^ Y =W 


其中 Z = 2( X ， i 0, 变换方程 


od / dz dz \ d 2 z , nf dz dz \ d 2 z 
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第六章多元函数微分学 


解求 Z 的全微分 


dZ = ^dx^rxdX ^dy-\-ydY -dz = xdX -\-ydY, 


于是就得到 


巡―巡一 


dx 




dY 


=y- 


然后对以上两式再求其微分，则得到 


dx = 


dy = 


d 2 Z 

3^" 

d 2 Z 


dX + 


d 2 Z 


dX 


dXdY 
. d 2 Z 


dY. 


dX = 


ay = 


drr + 


dx 


dy ， 


dXSY^ ' dY 2 

又从新自变量的定义 X = | j,y = | j - 求微分，则得到 

X V ^ z _ 

dxdy 

-祭办. 

将以上两次计算的结果写为矩 阵向甭 形式并将它们合并为—个等式，就可得到 

(d 2 Z d 2 Z 

= ¥z d Fz 


oy 

d 2 z 
dxdy 



dX 

dY 



dY 2 

d 2 Z 

dXdY 

d 2 Z 



dXdY 972 / \dxdy dy 2 
这表明等号右边两个矩阵互为另一个的逆矩阵.将它们分别记为 // z 和 i / 2 , 则它们的 
行列式都不等于 0. 于是就可得到 

d 2 x \ / £ Z _ d 2 Z \~ l 


H z = 


A W 


d 2 z 
dxdy 


\H Z \ 



1L 

dXdY 

d 2 Z 
dXdY 
d 2 Z 


dXdY 

a!z 

dY ^ / 


dXdY dx 2 

其中 |// z | 是矩阵 i/z 的行列式. 

这样就将 2 = z ( x y y ) 的二阶偏导数用 Z = Z ( X , Y ) 的二阶偏导数表出，即有 

d 2 z _ 1 d 2 Z d 2 x —__1 d 2 Z d 2 z = 1 d 2 Z 

㉟ 一 T ^ r ^" 5 如办— \ Hz \ dXdY ' dy 2 — \ Hz \ dY 2 * 

将它们代入所给的方程中，就得到变换后的方程为 

MX y Y)^-2B(X y Y)-^^^C(X y Y)£^- = 0. □ 

注本题为涉及两个自变 fi 的勒让德变换.其中求解的过程可以与 §2.5.2 的习题 
1144中的求导过程作比较.又可参见 §6.4.1 的习题3457的注. 



§ 6.5 几何上的应用（习題 3528-3580 ) 


75 


§6.5 几何上的应用（习题 3528 - 358 0) 

内容简介 本节按照以下内容分为三个小节： （1) 曲线的切线和法平面， （2) 曲面的 
切平面和法线， （3) 包络线与包络面. 

6.5.1 曲线的切线和法平面（习題 3528-3538) 

空间曲线的切线和法平面的计算方法因曲线的给定方式不同而有所不同.空间曲 
线主要有两种给定方式. 

(1) 曲线由下列参数方程 给定： 

x = x { t ), y = y ( t ), z = z { t ), {a < t < /3), 

其中函数 o : ⑷， 2 /⑷ ^ ⑷连续可微•在 〆 ⑴， y '( t )，/( t ) 不同时为0的点处，曲线存在切 
线，其切向 fi 为士 + 由此即可写出其切线方程和法平面方程 • 

(2) 曲线由两个曲面的交线 给定： 

F { x , y , z ) = 0, G ( x , y y z ) = 0, 

其中 F ， G 为连续可微函数.若点 P 0 在两个曲面的交线上，且在该点的雅可比矩阵 

(K K 

\ P， X G， v G ， z ) 

满秩，即在该点的两个梯度向量 VF = { F ^ F ^ F f z ) 和 VG = ( G ^ G ^ G ；) 不共线，则在 
点凡附近曲面的交线有切线，其切方向与上述两个梯度向最正交，因此切向量为 

±VFx VG . 

习题3530写出曲线 2 / = : r ，z = x 2 在点 M ( l ， l ， l ) 的切线和法平面的方程. 

解 1这时的曲线由两个曲面的方程 

F { x , y y z ) = y - x = 0, G ( x ， y ， z ) = z - x 2 = 0 
确定.写出在点 M ( l , l ， l ) 的两个梯度向量 

^| (Utl) = (-1,1,0), vg | (m1) = m , o , i ), 

则就得到切向置为 

i j k 

—110 =i + j + 2fc. 

-2 0 1 

于是即可写出切线方程为 



同时得到其法平面方程为 （ a: - 1) + (2 /- 1) + 2(2 - 1) = 0„ 整理为 x + y^-2z = 4. □ 

解2引入参数 i ， 将曲线用参数方程 x = t,y = t，z = t 2 表出，则点 M ( l ， 1， 1) 对 
应的参数值纟 0 = 1. 于是即可求出切向量为 



以下计算同解 1 .口 


(乂 ⑹，2/⑹ 〆 ⑹）= (1，1， 2). 


习题3536 证明： 斜驶线 

tan (f + 鲁)=々为常数) 

(其中 p 是地球上点的经度，4是地球上点的纬度）与地球的一切子午线相交成 定角. 

解按照经度^和纬度也地球表面的点的直角坐标方程为 

x = RcosTpcoscp ， y = Rcosrpshup ^ z = Rsinrp . 

其中为地球半径. 

子午线就是经线，即在上述方程中取^为常数所得的曲线，因此其切向量为 

ri = (― /? sin ^ cos >p,—R sin rp sirup y R cos 7p) . 

从题设的斜驶线方程可以确定 w = 舰 将它代入前述坐标方程即可得到以4为 
参数的斜驶线的参数方程为 

x = R cos rp cos ip (7 p ) , y = /? cos^sin z = Rsinx / j . 

将此斜驶线的参数方程对 4 求导，并利用题中给出的^与4的关系式求出 




tan 


( 1 ^ 1 ) 


kcosrp 


然后就可计算得到斜驶线的切向 S 为 


D D 

r 2 = (― iZsin^cos^ — siny?, —72sin V ； sin P f cos ip^Rcos^p). 

由于两个切向最的长度分别为 llnll = 丑和 || r 2 || = 叫1 + 如 而它们的标量积 
为 r x - r 2 = R \ 因此从余弦定理可知斜驶线与子午线的相交角为 常值： 


cos ( ri , r 2 ) = 


kill -11^2 




注斜驶线也称为斜航线.如本题所示，按照斜驶线航行时，只要使前进方向与罗 
盘指针的夹角不变即可，因此相当方便.然而可以证明，一般来说，斜驶线不是从一地到 
另一地的最短航线①.由于斜驶线将以无限盘旋的螺线方式趋于地极，因此在髙纬度区 
域内其使用价值更为有限. 


6.5.2 曲面的切平面和法线（习题 3539-3565) 

与曲线的情况类似，曲面的切平面和法线的计算方法因曲面的给定方式不同而有 
所不同.曲面主要有三种给定方式. 

①球面上联接两点的距离最短的曲线只能是该球面上的大圆弧.而在地球上除了赤道和经线之外的大圆 
弧都不是斜驶线. 


> 几何上的应用（习題 3528-3580) _ • 


(1) 曲面由二元函数的显表达式2 = fix , y ) 、或 x = g { y 、 z)、y = h 、 z ， rr )) 给定. 

若点 Po ( a ： o ,2/ o ,2 o ) 满足勿= /( a ： o ， yo )， 且/在点 (^0 ,2/0 ) 可微，则曲面 2 = /( 怎， y ) 

在点尸 0 存在切平面，其法向量为 

n = 士 (/ i ( xo ， l / o )，/: (工 o ， yo )，_ l ). 

(2) 曲面由方程 F ( a ;， y ，4 = 0 给定. 

由隐函数存在定理知道，若点 Po ( x 0 , yo , z 0 ) 满足条件 F ( x 0 l y 0 , z 0 ) = 0, F 在点 Po 
连续可微，且在该点的梯度向量 VF 不是零向最，则方程在点 P 0 的一个邻域内确定形 
式为 2 = z ( x t y ) 或 a : = x ( y , z ) 或 2 / = y { z , x ) 的曲面，且在点巧有相应的切平面•这时 
曲面在点尸0的法向景为 

n = 

(3) 曲面由双参数方程给定： 

x = x ( u , v ), y = y { u , v ), z = z { u , v ). 

由经纬度确定地面上点的位置就是双参数曲面的最常见例子（参见 §6-5.1 的习题 3536). 

若点 Po ( xo , yoiZo ) 的坐标由参数值 U = U 0l V = Vo 通过上述参数方程给定，设 
： r ( w ， 在点 （ uo ， t ； o ) 的一个邻域内连续可微，且其雅可比矩阵 

( X u X v \ 
yu i/v 

Z v J 

在点 { u 0 l V 0 ) 处满秩，则由隐函数组存在定理知道，前述的双参数方程在点尸0的一个邻 
域内确定形式为 <2 = z ( x , y ) 或 x = x ( y ， z ) 或 y = y ( z ， x ) 的曲面，且在点尸 o 有相应的 
切平面 • 记 n = 0 C 24，<) l (Uo , v 。)，o = 0 Ci 4,4)| (Uo ， v 。)， 则曲面在点作的法向景为 

n = ±n x r 2 ^ 士 d(Ut v) » d ( UiV ) J - 

注对于以上情况 （1) 中的显表达式 z = /(工， 2/)， 若令 _ F (: T ， y ，2) = 2 - /( i ，?/)， 则 
就成为情况 （2) 的 特例； 又若令 rr = u 1 y = v ) z = f ( Ui v ), 则就成为情况 （3) 的特例 • 

习题3545写出曲面 x = acos 4 cosp ，2 / = 6 cos 4 sin(^，z = csin 必在点 MoO ^ oWo ) 
的切平面和法线的方程. 


解 1 记 xo = acos^ocosv?o, Vo = b cos7p 0 sin tp 0l zo = c sin-0o 

如前所述，不妨先计算三个雅可比行列式： 

—6sini^sinv? ccosxb ， 2 i 

= 一 bccos 咕 cosip ， 

bcos^cosip 0 


c cos 汐 一 a sin ^ cosip 


I 0 一 acos 妒 sin 叫 
—a sin 分 coscp —b simp simp 
—a cosTp sin^j bcosrp cos if 


=—ac cos 2 rp sin ip^ 


= 一 absinipcos 屮， 
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于是该曲面在点 M 0 的法向量可取为 




cos 如 cos po cos Tpp sin y?p sm^pp 





其中约去了因子 - afrccos 咖.由于 COSTCO = 0 时上述三个雅可比行列式均等于0,因此 
违反了前述雅可比矩阵满秩的 条件. 实际上这种情况对应的两个点为（0,0，士4,而参数 
值 P 是任意的.题设的双参数表示方法对这两个特殊点是不合适的，这与地球上的北极 
和南极的经度不定是一 样的. 然而约去这个因子后得到的 n 对这两个点也是适用的. 


于是可写出切平面方程为 

^-(X-xo) + f-(Y-yo)+^(Z-z o ) = 0, 

还可整理为 

今 x + + 梦 Z = 1. 

同时可写出法线方程为 


X — Xp 
Xq 


y-vo _ 


10 



解 2 (概要）本题的曲面可用下列方程 给定: 



这时的计算要简单得多，而且在点（0,0, 士也不会有困难，从略 • □ 


习题 3548 求曲面 

x = u-hv, y = u 2 + v 2 , z = * u 3 -f t ; 3 

的切平面当切点 M(u,v) (u ^ v) 无限接近 P 曲面的边界线 u = v 上的点 M 0 ( uo ,?； o ) 时 
的极限位罝. 

解 本题的曲面在 §6.3.3 的习题3407中已经研究过，该曲面的双参数方程中的 
a ； = u + t ; 和 y = u 2 +?; 2 将 uOv 平面上由 w < i ; 和 u 〉 t ; 所定义的两个半开平面同时 
映射成为在坐标面 xOy 上的区域 y > 在此区域上有曲面2 = 2(2；， 2/). 在该题中 

已经求出了当 u / v 时有 

备=- 3 叫豢 = l ( u+u )， 

因此在点 M[u,v ) 处的切平面即是 

—3uv(X 一 rr) + 吾 (u + v){y — y) — (Z — z) — 0. 

其中 x = u v, y = u 2 -b v 2 , z = u 3 v 3 . 

令点 M{u,v) 趋于点 M 0 ( uo , u 0 ), 则就可整理得到切平面的极限位置为下列平面： 

^yo(X — Xo) — ^xo(Y — yo) + Z - 2 。= 0, 

其中 x 0 = 2 uo , J/O = = 24 . □ 

注若从题设的双参数方程消去 u ， t ;， 即可得到本题的曲面的显表达式为 


z = 吾 /- yx 3 . 

由于这个表达式在整个坐标面 xOy 上有定义，因此在抛物线 y = \ x 2 处存在切平面 • 
于是这里的情况与前面的习题3545的解1中出现两个特殊点的情况有类似之处，即由 
于本题的双参数表示方法本身的缺陷，它只对于 y > 有效，且只能于 u ^ v 时写出 
切平面，从而当 ti = v 时只能用题设的方法求出此时的切平面的极限位置.而实际上从 
上述方程 4： r ， y ) 看，该处的切平面本来就是存在的.在满足 2/0 = 的点 { x Qy y 0 i z 0 ) 
处直接写出的切平面方程与前面题解得到的结果完全相同. 


习题3556求椭球面 

x 2 4- i/ 2 + 2 2 - xy = 1 

在各坐标面上的 投影. 

解先考虑在坐标面 rrOi /上的投影.显然投影的边界曲线是由椭球面上法向最平 
行于坐标面 zOy 的那些点投影而 成的. 由于椭球面的法向量为 

n = 士 (2x - y , 2y - x, 2z ), 

因此取 z = 0 即可.于是本题的椭球面在坐标面 xOy 上的投影是以 x 2 + j/ 2 - 邛=1为 
边界的椭圆. 

同样可知该椭球面在坐标面 zOx 上的投影是以 + z 2 = l 为边界的椭圆，而在 
坐标面上的投影是以 | i/ 2 + / = l 为边界的椭圆 .口 

习题3557分正方形 1,0 1} 为直径不大于 J 的有限个部分 a. 若 

曲面 

2 = 1 — x 2 — y 2 

在属于同一部分 a 的任何两点尸 (x，y) 及 Pi ( x uyi ) 的法线方向相差小于1°，求数5的 
上界. 

解点 P(:c,2/) 和 Pi(xi,i/i) 对应的曲面上的两个点处的法向量可取为 

n = (_2x ， -2y ， -1), ti\ = ( 一 2xi, - 2yi, -1 )， 

可见有 ||n|| 彡 1, ||nx|| ^ 1. 它们的夹角 p 可以从 t 述两个向最的向量积得到，即有 

|sinv3|= HnMr^ l|nxni11 - 

计算 nxm 的模得到 

||n x ni|| = 2y/{xi - x) 2 + ( y \ - y) 2 + 4(xyi - xiy ) 2 . 

在闳<1， |y| < 1 时对上述根号下的 第三项 可作如下估计 

(xyi - xiy) 2 = [(xyi - xy ) + {xy - x x y)] 2 = [ x(yi 一 y) + y(x - x x )] 2 

< 2x 2 (yi - y) 2 + 2y 2 { x 1 - x) 2 $ 2[(y a - y) 2 + { x x - x ) 2 }. 

记 p ( P u P ) = y/( Vl - y) 2 + (xi-x) 2 为点 p 与巧之间的距离,则就可以从 IsinM 彡 
\\ nxmW 和上述估计得到 | sin ^ 6p(P l5 P), 从而有估计 
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M 彡 6 P (p u p). Qp(PuP), 

其中利用# < 1。时，有由于点 A 和尸 同属一个 (7 时，距离奶， P ) 不 

| sm ^| 

超过 tr 的直径，因此只要 6(5 < i (这是1°的角度在弧度制中的数值)，即当 

“ WW ^ 隱， 

就可以保证角度 M 不超过 1°. □ 

注在 [51 中得到了更宽裕的上界 <5 < 0.008 727 . 

习题3558 (李雅普诺夫不等式）设 

z = J ( x , y ), 其中（: r , y)€D (1) 

为曲面的 方程. p ( A ，* P ) 为曲面⑴在点 P ( x y y ) €汐及 AOrj) € D 二点的法线之间 
的夹角. 证明： 若 D 为有界闭区域，函数 /(:r，2/) 在区域 D 内具有有界的二阶导数，则 
有不等式 

V (P u P)<Cp(P u P) 

成立，其中 C 为常数， p(Pi,P) 为点 P 与尸 i 之间的 距离. 


分析本题的问题与上一个习题3557类似，证明的思路也相同，只是>』题3557是 
对于一个简单函数的一个数值分析，而本题要证明的却是适用于一般情况的一个通用 
不等式.从以下的证明过程还会发现，木题又与 §6.2.1 的习题3254有关.在丨5, 9, 25j 
中都指出，在木题中必须补充 D 为凸的条件，否则结论不能成立.这与习题3254的注3 
是一致的 .口 


D = {( x，y) I x 2 + j/ 2 彡 1，而当 a :>0， y >0 时 2 /彡 x 4 }. 


然后在 D 上定义（与习题3254的注3相同): 


f ( 工 , y) = 



如（X， 2/) e D 且 a: 〉0, y > 0, 
如 （x，y) 是 D 中的其他点. 


习题3558的附图 


现在取点尸其中 0< x < l /2. 于是有 ^/\,户）= 22： 3 .根 
据函数/的定义，在这两个点处的法向最分别为 ni = (3x 2 ,0, -1)， n = (0,0, 一 1) .于 
是它们的向量积为 ni x n = 3 x 2 j t 因此有 

①不难汁算得到，因子 1*^1 在 M < 1°时不超过 1.000 051. 



解首先将习题3254的注3中的例子改造一下，用以说明对本题的区域 D 必须增 
加凸性条件才行. 

由于本题的区域 Z? 是有界闭区域，因此将习题3254的 
注3中的幵区域五取闭包（即单位圆)，然后如附图所示去 
掉一个曲边的扇形，其定义如下： 
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^ p ( PuP )\ = 


这样就有 


11^ x n l \\ 一 


3 x 2 


9 x ^ 


\<f(P u P)\ > \sin^(P u P)\ 
〆 P ( Pi , P ) 


= — / ) x2 -- —-> +oo (X -> +0 )， 

2 x 3 \/l + 9 X 4 

从而不可能存在常数 C , 使得 if ( PuP )^ CpA ，尸）在 D 上成立. 

现在设题中的 Z ? 为凸有界闭区域. 

由于/在 D 上的所有二阶偏导数有界，因此可引用 §6.2.1 的习题3254 推出/的所 
有一 阶偏导数连续（参见 §6.2.1 的前言、附图及其注).由于有界闭区域上的连续函数必 
定有界，从而存在常数使得在 D 上|4| < M 和 M 成立 • 

记点 P u PeD 所对应的曲面上的点处的法向量为 

m = (4(Pi),^(Pi),-l), n = (z ； (P) ? z ； (P),-l). 

然后重复习题3557中的计算，就有 

|8in ^ (Pl,p)l = iwnRF ^ l|nxni11 


=04⑹- 4( 尸)1 2 + [4 ⑹- 4 ㈣ 2 + [4( 尸 )4 ⑹-乓⑹之;(尸) I 2 . 

由于根号下的第三项满足以下 估计： 

[4(P)<(Pi)-4(AK(P)] 2 
= K ( P ) [柳- 4( 尸)] + <( p )[4( p ) - 4( A )]} 2 

< 2M 2 {[4(P 1 )- <(P)} 2 + [ 《 (a) - <(P)] 2 }. 

这样就得到 

I sin 辦，尸 )| < ^1 + 2 M 2 . y / lz ^ Pi ) - 4(^)] 2 + WyiPi ) - z ' y { P ) Y . 

根据题设条件，偏导函数 < 和 < 具有有界的偏导数，再次引用习题3254的结论及 
其注1,可知4和 < 都是在 D 上满足利普希茨条件的连续函数.从而不妨设前面所用 
的常数 M 已经足够大，使得当点 G D 时，还同时成立不等式 

14(A) - 4(^)1 ^ Mp{P u P), K ⑹一 z f y {P)\ < Mp(P u P). 

这样就得到 

| siii ( p ( Pi , P )| ^ v / l +2 M 2 - v / 2 Mp ( Pi , P ). 

最后，由于当 p ( PuP ) 充分小时，夹角 认 P u P ) 为 锐角. 利用当0 < z f 时的若 
尔当不等式 a ; < *1 sina ; (见 §2.7.2 的习题1290)，就得到李雅普诺夫不 等式： 

^ f ( PuP ) < f v / l + 2 M 2. v /2 Mp ( P 1 , P ). □ 

注对于夹角 < p ( Pup ) 何时为锐角作一个补充.利用余弦定理 


COS 


侧 = 化 " 2 ^ 二 "| |2 , 


可见分子大于0等价于夹角为锐角. 



由于 叫和打 的模大于等于1，而 

||nx — n|| 2 = [4(A) - 4(P)] 2 + [4(A) — <(P)] 2 

<2 A / V ( Pi , P ), 

因此只要 pphP ) < I ，就保证 WPuP ) 为锐角.这时前面的证明有效.对于 
p ( P u P )^-^- 的情况，适当放大常数例如取 C 是前述估计值与 Mtc 中的较大的一 
个数，就可以使李雅普诺夫不等式对任何情况成立. 

习题3562当人= M ，人=入 2 ,人=入 3 时，经过每一点 M { x , y , z ) 有三个二次曲面 

為+ 占 + 為一 1 (o>b>c>0) - 

证明： 这些曲面是正交的. 

解首先要对于题设条件，即经过每-个点存在三个曲面进行讨论.它们必须对应 
于三个互异的 X 值.显然过原点是不可能有任何这样的曲面的.由于将题设的曲面表达 
式通分后得到关于 V 的不超过三次的代数方程，因此即可看出对于任何坐标面上的点 
也不可能存在题设的三个曲面. 

以下只需要对于坐标均大于0的点 M ( x ,2/, z ) 作讨论. 

如附图所示，作出以 V 为自变量的函数 

的图像.则有人 2 = c 2 ,6 2 ， a 2 三条垂直渐近线，又以 
F = 0 为水平渐近线. 

由于 F ( c 2 — 0) = F { b 2 - 0) = F ( a 2 一 0) = + oo ， 

F { c 2 + 0) = F { b 2 + 0) = F ( a 2 + 0) = - oo , 因此在区 
间 （ c 2 ， b 2 )，（6 2 , a 2 ) 和 （ cz 2 ，+ oo ) 上 F 的图像与水平直 
线 F = -1 必定相交，从而得到 X 的三个根. 

如前所述，这就是给定 M ( x ^ z ) 时所要求的三个相异实根，记为屹 X 2 和心，且 
不可能再有其他根了. 

曲面在点 M ( x , y f z ) 处的法向量可从方程直接求出为 

« - ( 2x 2 y 2 之 \ 

711 - J ， 


( 2 x 2 z \ 

Va 2 -^* b 2 - c 2 - 以 



它们的正交性可以直接计算得到.例如 



习题 3562 的附图 






§6.5 几何上的应用（习題 3528 - 3 580) 
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ni n 2 


Ax 2 


4 y 2 


4z 2 




{c 2_ x 2 Kc2 _^ } 




¥ 


_1_, 4y 2 / _1_1 

辽-十 IfT ^ U 2 - 入？ 

\z 2 ( _ 1 _ 1 _ 

-r 2 - X? r2- 


4 


4 

^1 _ ^2 


VS 一 v 

⑽)- F {^)) 

[一1一 （一1)1 = 0. 




其余从略 .口 


6.5.3 包络线和包络面计算（习题 3566-3580) 

给定含有单参数的一族曲线，设其方程为 

F ( x , y , a ) = 0, 

则在一定条件下有可能存在曲线族之外的某一曲线，它与上述曲线族内的每一曲线相 
切.称此曲线为曲线族的包络线. 

关于包络线的介绍材料在数学分析教科书中首推 lllj 的第一卷的238和239小节. 
这里只指出，若 F 关于: r ， 2/， a 连续可微，则当存在包络线时，它可以从 

F ( x ， y , a ) = 0， F ^( x , y } a ) = 0 

中消去 a 而 得到. 一般称所得到的曲线为判别曲线，因其中除了可能包含包络线（若存 
在的话)，还可能是曲线族的奇点的轨迹®，甚至还可能是曲线族中某参数值对应的一条 
曲线. 

以上概念可以推广到空间中的曲面族，相应地得到包络面@，并有相似的计算方法. 
这里只指出，对于以如下方式给出的曲线族 

F ( rr ， j /， a ， i >) = 0， C ( a ， fc ) = 0， 

则除了用 C ( a , b ) = 0消去 F 中的一个参数的方法之外，还可以用后面 §6.7.2 中的拉格 
朗曰乘子的方法来做.这就是引入辅助函数 

L = F ( x , y , a , b ) + XC ( a , 6), 

然后从 

K = 0, L ； = 0, C = 0 y F = 0 
中消去 a ，6 和 X 即可得到判别曲线. 

利用隐函数存在定理即可知道这个方法与消去两个参数之一后再用前面的对单参 
数曲线族求包络线的方法是一样的.此外，这个方法也可以推广于包络面的计算中. 

①对于平面曲线 F ( x , y ) = 0, 在奇点处的梯度 VF 必须为零向童.见后面的 §6.6.2 中关于奇点的定义. 
⑦在《习题集》的 §6.3 中，习题 3426-3429 就是与含有参数的曲面族的包络面有关的 习题. 由于其中还 
含有任意函数，因此问题是求出包络面所满足的偏微分方程. 




习题3570设有长为 Z 的线段，其两端沿不同坐标轴滑动，求所产生的线段族的包 


络线 • 

解1从原点作该直线段的垂直线，取其与 Ox 的夹角0为参数，则可见直线段与 
坐标轴相交点的坐标分别为 IsinO 和 / COS 0. 因此即可写出其（截距式）直线方程为 ® 


sin 9 cos 6 


将此方程对参数0求导，得到 


又将上式改写为 


sin 3 9 cos 3 9 ' 


然后与前述直线方程联合，看成为关于 sin 


4 =。， 

一 1 e 和 cos - 


1 沒的线性方程组，即可解出 


sin ^ = 


x 3 y -f xy 3 


(x 3 + y 3 )， 



COS0= 見士 〆 - = 吾 + y 吾 ). 


将上述两式代入恒等式 sin 2 0 + cos 2 0 
整理得到判别曲线方程为 


，就可 


x 3 + 2 / 3 = / 3 • 

由于原曲线族没有奇点，而上述判别曲线又不是直线， 
因此它就是所求的包络线 .口 

注所得到包络即是附图中的星形线.在第一册 
附录一的习题 370.1( d ) 中给出了！ = 8的星形线的图 
像.在《习题集》的 §2.3 的习题1070则要求证 明：星 
形线的切线介于坐标轴之间的部分的长为一常量. 



习趙 3570 的附图 


解2将直线段在坐标轴上的截距 a 和6取为参数，则得到（截距式）直线方程为 

吾 + | = 1， 

其中两个参数满足方程 ° 

a 2 + 6 2 = I 2 . 

如前所述，引入拉格朗日函数 

L(x ， j /， a ， 6, 入 ) = | + f + 入 (a 2 + b 2 - Z 2 )， 

然后将 L 对 a ,6 求导，得到方程 

V a = — = 0， V b = -最 + 2 X 6 = 0. 


® 这里及以下运算中均假设0 < 0 
验证它与这两条直线也相切. 


.对于0 = 0和0 = 90°的两条特殊直线可以在求出包络线后 


§6.5 几何上的应用（习题 3528-3580 ) 
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消去 x 就得到 今=1. 两边开立方，然后从联立方程组 




y ± 

丁 


= 0 , 


解出 a ，6, 再代入 a 2 + 6 2 = / 2 , 即可得到与解1相同的答案，从略 .口 

习题3572炮弹在真空中以初速度如射出，当投射角 a 在竖直平面中变化时，求 
炮弹轨迹的包络线. 

解记 g 为重力加速度常数，又用 i ，》等记关于时间 t 的导数，则有 

V = -9, x = 0. 

利用初始速度々(0) = v 0 sina 和 i (0) = v 0 cos a , 且设 y (0) = x (0) = 0, 则就可得到 

x ( t ) = (wo cosa )£, 

y { t ) = - p 2 + (vo sin a ) t . 

消去 e 就得到炮弹的轨迹曲线为 

x 2 + ( tana ) a :. 


y =- 

将上述方程对参数 a 求导，得到 


2^0 


9^' 


vl cos 3 


0. 


从上述两式消去 a 后就得到 


V 


—— 


备+每 ( 0 


< x 




)• 


一 2夕' g 

由于原曲线族没有奇点，而上述判别曲 
线也不在曲线族中，因此它就是包络线. 

在附图中作出了投射角从0°到90° 
每隔 7.5° 的炮弹轨迹.可见在真空条件 
下当 a = 45°时射程最远（在附图中用 
粗黑曲线表示) .口 



习题3572的附图 


习题3574研究下列曲线族的判别曲线的性质 （ c 是参变最)： 

( a ) 立方抛物线 2 / = (x - c ) 3 ; ( b ) 半立方抛物线 y 2 = (x - c ) 3 ; 

( c ) 尼尔抛物线 y 3 = ( x - c ) 2 ; ( d ) 环索线 Q /- c ) 2 = 

解（概要）本题的计算并无困难，下面只对它们的图像作些说明. 

( a ) y = 0是包络线.前面几个例子中的包络线恰好是曲线族所占据的范围的边界 
曲线（这确实是包络线这个词的原来含义)，但本题的包络线 y ^ O 并不具有“包络”的字 
面上的意义. 
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( b ) 直线 y = 0 既是包络线，也是曲线族的奇点的轨迹 • 

( c ) 直线 2 / = 0 是曲线族的奇点（尖点）的轨迹，但并不是包络线. 

( d ) (设 a 〉 0 ) 判别曲线由两条直线组成，其中 a : = 0 是奇点（二重点）的轨迹，而 
x = a 是包络线 .口 



习题3574的附图 


习题3576 求球族 

(x - t cos a ) 2 + (y - tcosp) 2 + (2 - tcos7) 2 = 1 
(其中 cos 2 a + cos 2 卢 + cos 2 7 = 1 , t 是参变 fi ) 的包络面. 


解将方程对 〖求 导得到 


即可解出 


一 cosa ( a : — t cos a ) — cos 0 (y — i cos /3) — cos 7(2 — tcos7 ) = 0, 


t = x cos a -f ycos0 4- 2 ： cos 7. 

将它代入原方程就可以整理得到 

工 2 + J / 2 + 之 2 — (x cos a 4* y cos P + zcos^y ) 2 = 1. 

由于原来的球族没有奇点，而上述判别曲面也不是球，因此它就是所要求的包络面.（可 
以验证它是一个圆柱面 口 




§6.5 几何上的应用（习題 3528 - 358 0) 


习题 3579有一发光点位于坐标原点.若# + $ + 4>丑 2 ，求由球 

(x - x 0 ) 2 + (y - yo ) 2 + (2 - zo ) 2 ^ R 2 

解 1如附图所示，在经过发光点0和球心 
M 0 (rr 0 , yo ,^)) 的一个平面上，以 R 为半径的球与此平 
面交于一个圆. 

考虑球心在直线段 OAf 0 的延长线上的如下球族： 

(x - to 。) 2 + (2 /- ty 0 ) 2 + (z- tzo ) 2 = (tR ) 2 (t > 1), 
则所求的阴影圆锥的边界面就是这个球族的包络面. 

将上述方程对参数《求导得到 
-xo(x - tx 0 ) - yo(y - ty 0 ) - zq(z - tzo) = tR 2 . 

与原方程联立消去 t 就得到阴影圆锥区域的边界的圆锥面方程为 

(xq + 1/0 + ^ - 尺 2 )( 工 2 +V 2 + Z 2 ) = (xxo +yyo + zzq) 2 . □ 

解 2可从题意直接写出所要求的阴影圆锥的边界曲面.如附图所示，只要从发光 
点出发作射线与球相切，这样的射线就是圆锥面的母线. 

附图中的点 M( X) y,z) 就是射线与球的切点.所有这样的切点组成为圆锥面的准 
线.一方面，由勾股定理有 

x 2 + y 2 + z 2 - + - R 2 , 

另一方面，可以看出所有这样的点 M (形成一个圆周）又在与直线 OMo 正交的一个平 
面上.于是向量 OMo 和 OA/ 的标貴积 

OHf 0 - OA? = |OM| • \OM 0 \cosZMOM q = \OM \ 2 
应当等于 常数. 于是就有 xxo + 2/2/0 + zzo = x 2 + y 2 + 2 2 . 

这样就得到了准线的方程为 

X 2 -\-y 2 + z 2 = xxo -f yyo + 4 — R 2 > 

记母线上的点的坐标为 （X，y，Z)， 而 (x ? y, 2 ) 是在准线上的点，则母线方程就是 

X = tXy Y = ty y Z = tz (t ^ 1). 

将母线方程代入准线方程中消去 A2/，2 和就得到与解1相同的 答案： 
X 2 -i-r 2 -hZ 2 = t(Xx 0 + Vyo-h Zz Q ) 

= t 2 {xl + 2/0 + ^0 - ^ 2 ) 

= - (X：ro 4 - yj/0 + Z "° )2 * ° 


投影所生成的阴影圆锥. 
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§6.6 泰勒公式（习題 358 1- 362 0) 

内容简介 本节含三个内容： （1) 多元函数的泰勒公式 （§2.10 的推广)， （2) 多元函 
数的泰勒级数 (§5.5 的推广)， （3) 平面曲线的奇点讨论，即当 §6.3 中的隐函数存在定理 
的条件不满足时的研究. 

6.6.1 多元 函数的泰勒公式和泰勒级数 (习題 3581- 3604) 

多元函数的泰勒公式是一元函数的泰勒公式的直接推广（参见 §2.10). 

以二元函数为例， f ( x lV ) 在点 ( a ,6) 处展幵的泰勒公式为 

/(怎，2/) = /( a ， fe ) + [ 去 [( x - a ) 去 + (2 /- 音 /( a ，&) + 瓜， 

A：=l 

其中右边和式中的项理解为 

- 。)去 + ^ l } k na , b ) = ± Ci ( X - ay { y - 

Rn 为余项.余项有各种形式.最常用的有两种.引入记号 

r = y/{x - a ) 2 - f - (y - 6) 2 , 

第一种是佩亚诺型余项，即有 

Rn = o ( r n ) (r 0). 

当/在点 （ a , fe ) 处 n + 1阶连续可微时，也有 

队 = 0(7^) (r 0). 

第二种是拉格朗日型余项，即有 n+i 

Rn = ^ n hy [(工 一 a )-^ - + (y- fe )-^-] n +1 /( a -+- 0 n (x - a ), 6 + 0 n (y - b ))， 
其中〜 € (0,1). * 

在 a == 6 = 0 时，也称泰勒公式为麦克劳林公式. 

若/在点 ( a ,6) 处无穷次连续可微，且在该点的某个邻域内仏0 (n — oo ), 则 
就得到多元泰勒级数.多元泰勒级数就是多元幂级数. 

仍以二元函数为例， f ( x , y ) 在点 ( a ,6) 的一个邻域内展开的泰勒级数可写为 

f ( x , y ) = f ( a ，&) + E 击 [( h ) 去 + (y 一 6) 念] "/( a ，6) 

n=l 

对于 a = b = 0 的泰勒级数 ： 也称为麦克劳林级数. 

二元幂级数是二重级数的一种特例.在数学分析教科书中可参考丨 llj 的第二卷的 
396 - 397小节.如其中所述，这里只称绝对收敛的级数为收敛级数.这时级数的和在重 
排下不变.此外，还可以参考 [22] 的第一卷第二分册的 §13.20 等. 



§6.6 泰勒公式（习題 3 581_ 362 0) 
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习题3581在点 4(1,-2) 的邻域内根据泰勒公式展开函数 

/( 工， 2/) = 2z 2 — xy - y 2 - 6x - 3y + 5. 

解1用全微分法求偏导数，则有 

df = (Ax - 2/ — 6) dx + (-x -2y-3) dy, 
d 2 / = 4dx 2 — 2 dxdy — 2dy 2 ’ 

而当 n 彡 3 时 cT 7 = 0,因此就得到 

尨 (1 ，一 2) = 0 ，忍 (1 ，一 2) = 0 ， / 二三 4， /^ y = -l , 仏三 一 2, 

更高阶的偏导数均为0.又有/( I ，- 2) = 5,于是就得到所要求的泰勒公式为 

/(x ， y) = 5 + 2(x- I) 2 一 (x - 1)(2 / + 2) - (y + 2) 2 . □ 

解2由于/为二元二次多项式，又利用泰勒公式的唯 一性， 因此只要作初等代数 
计算就有 

f(x,y) = 2[(x - 1) + I] 2 - [(X - 1) + 1】 • [(y + 2) — 2] - [(2 / + 2) - 2] 2 

-6[( x - l ) + l ]-3 [(y + 2)-2] + 5 

= 2 (工 一 I) 2 — (rr 一 l)(j/ + 2) — (2/ + 2) 2 

+ (4 + 2 - 6)(x - 1) + ( 一 1 + 4 - 3)(y + 2) + (2+ 2- 4 - 6 + 6 + 5) 

= 5 + 2( x - l ) 2 — (rr 一 l)(y + 2) — (|/ + 2) 2 . □ 

习题3585写出函数 

f ( x 1 y ) = xy 

在点 4(1,1) 的邻域内的展开式，到二次项为止. 

解1 /( I ， 1) = 1. 用全微分法计算其一阶和二阶偏导数 如下： 

df = yx v ~ 1 dx + X s7 (In x) dy, 

d 2 / = y[y - l)#_ 2 dx 2 + 2W 1 + yx y - l {lnx)} dxdy + x v (lnx) 2 dy 2 , 

因此得到 

尨 (1，1) = 1， /((1,1) = 0, /二(1，1) = 0, /二(1，1) = 1， /； y ( l , 1) = 0. 
这样就可写出 

/(x ， 2/) = 1 + (x - 1) + (x - 1)(2 / - 1) + /? 2 . □ 

解2用间接法可计算 如下： 

/( 工， 2/) = exp[2/Inx] = exp{[l + (2/ - l)j • ln[l -f (x - l)j} 

= ex P{[! + (y- 1)] - [(x 一 1 ) 一 士 (x — l) 2 + r 2 )} 

= exp[(x - 1) - y(x - l) 2 + Or - 1)(2/ - 1) + R 2 ) 

=1 + [(x - 1) - \{x-l) 2 + (rr — l)(y — 1)] + - l) 2 + /? 2 

=1 + (工一1) + (卜1>(2/—1) + 丑 2 .口 
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注以上推导中的各行表达式中的余项丑 2 只表示它是当时的高于 
2阶的无穷小量，在各行之间的余项 iZ 2 未必相等.此外，在《习题集》的答案中还写出 
了 的拉格朗日型余项的表达式，为此需要计算出三阶偏导数，但原题并无此要求. 


习题3591 按 h 与 k 的幂次展开函数 

A x V f(x ， y) = J{x^h,y + k) - f(x + h ， y) — f(x，y + k) + f(x,y). 

解按照泰勒级数公式写出 

00 

〜 f(x ， y)= [/(X ， y) + E 击(九忐 + fc4-) n /(x,2/)] 

n=l 

n=l 

oo 

- [/(^2/) + X ] +/( x ，汉） 

n—l 

= hk 'd^ f ( X ， y ) + £ nl!(n-m)! ' 3 x m 3 y«- m 口 

fl 一 O T7l = 1 

注注意到右边的第 一项， 可以将此题与教科书中关于二阶混合偏导数与求偏导 
顺序无关的定理相联系.在该定理的证明中，一般是先证明 h ^ o , k ^ o 时的表达式 

的两个累次极限就是两个顺序不同的二阶混合偏导数，从而将问题归结为 
两个累次极限相等的问题. 


习题3592依/>的幂次展开函数 

F { p ) = "^| o / (^ + P cos y -f p sin ip ) dip . 


解先将 / 按照 p 的幂次展开 如下： 

OO 

/(x + p cos A 2/ + psin v?) = /(I, y) + [ K cos W 去 + sin ip 長 ) U /(x,y), 
然后对 p 从 0 到 2 tc 逐项积分（并除以2均得到 
TO = /(^ 5 2/) + ^ ^ ^ ( cos + sin "/(x, y) d^> 

Tl == 1 

oo n n 

= /(^2/) + EE k \{n-k)\ . ax4“ /(X ， y) .去 JT C0S 〜 sinU 〜 私 

于是问题归结为最后一式中的定积分计算. 


下面将证明，只要在 *: 和 n 中出现奇数，该积分就等于 0. 以下分两种情况讨论（其 
中所用的对称性概念和结论见 §4.2.5). 

(1) A : 和 n 中有一个是奇数，另一个是偶数.这时 n - 为奇数，于是从 

cos^ (2n — ip) sin n ~ k {2n — ip) = — cos fc vpsin n_,c (p, 



可见 cos^sin” 一* V在区间 [0,2n] 上关于其中点 n 为奇函数，因此积分 

f 2 * cos^ 'spsin n ~ k dtp = 0. 


( 2 ) A: 和 n 都是 奇数. 这时被积函数 cos* 
偶函数，因此有 

f 2 cos k ^s'm n ~ k ip dip = 2 


psin n — 在区间 [0, 2n] 上关于 = 兀是 


cpd<p. 


然而从 


cos fc (7 t — ip) sin n ^ k {n — p )= — 




可见 cos^sin^^ 在区间 [0, tc ] 上关于其中点 tc /2 为奇函数，因此又得到积分 



( psin n-A: ifd(p = 2 


(fsin n ^ k ipd(p = 0 . 


对于 n 和 fc 都是偶数的情况，将它们改记为 2n 和 2fc， 直接引用 §4.2.6 的习题2290 
的答案，就得到 

去广 cos 2 〜 sin 2n ~ 2k (pdip = J 2 cos 2 〜 8in 2n ~ 2fc <pdip 

_ (2fc — l)!!(2n — 2fc — 1)!! 

= T^nX 

= (2fc)!(2n - 2fc)! 

= 2 2n n!/c!(n - A:)! • 

这样就得到 ^ n 

+ E E C '372fcSn-2/c V) 


2 2n (n!) 2 ^ ^ dx 2k dy 2n 


TX— 1 

习题 3594 将函数/(2：,2/) = 111(1+0： + 2/)展开成麦克劳林级数. 

解 1 (直 接法）计算/(0, 0) == 0,然后套用一元函数 Inz 的髙阶导数公式（见 §2.5.5 
开始的表格之V)得到 

产 (- l)_—(m + n - 1)! "一 1 、， 

dx ^ dy n (0,0) - (1 + X 4- y )— 1 _ _ (爪 + 几 - ”!， 


dx m dy n l(o,o) 
于是即可得到 


wi : L (-nm + n - 1)! 
In ( l 4- x ^ y )= 5： -- - 


m,n^0 

m+rt=l 


工 y 


在满足条件 W + | y | < 1时，就可以证明上式右边的级数绝对收敛.实际上，取 
m + n = 7V 后，这就可以从下列级数 

tt H 间、卜= f ： 士⑽+1， 

N=l m =0 v J N=l 

的收敛性得到 .口 




解 2( 间接法）利用一元函数 ln(l+rc) 的麦克劳林级数展开就可以得到 
ln(l +x + 2 /) = £ — (x + y) n 

= E C^x m y n - m 

n=l m=0 

n=l m=0 

如解 1 —样可以证明当 | a :| + | y | < 1时，最后得到的级数绝对 收敛. 若记 n-m 
后又将 Y 改记为 n , 则就得到与解1相同的结果 .口 


= n ’， 然 


习题3601展开函数 


f(x iy ) = \\i + xy 2 ydt 


为麦克劳林级数并写出前三项. 


解展开被积函数如下： 

(1 + x) t2y = cxp [ f 2 yln(l + X )] = 1 + t 2 yln(l + x ) + • • • 

= l + t 2 v(rc - 誓) + …， 

其中用省略号表示的是 m + n 彡4的 x 、 n 项之和. 

然后对于纟在[0, lj 上逐项积分就得到所求的前三项为 

J 1 l-\-t 2 y[x - dt - 1 -f ^xy - 4 - /?3 - □ 

习题3604设 z 为由方程 2 3 -2 a ：2： + y = 0定义的 a : 和 y 的隐函数，且当 x = 1和 
y = l 时 z = l .写出函数 z 按二项式 a : - 1和2/- 1的升幂排列的展开式中的若千项. 

解1用全微分法求2 = 2(2：， 2/) 在点 （1,1) 处的一阶和二阶偏导数. 

对方程求其一阶和二阶微分得到 

(3 z 2 - 2 x ) dz 一 2 z dx + dy = 0， 

6 z dz 2 — 2 dxdz + (3 z 2 — 2 x ) d 2 z — 2 dzdx = 0. 

用 a : = y = z = 1 代入并整理得到 


dz = 2 dx — dy, 

d 2 z = —6dz 2 4- 4 da: dz = —16dx 2 4 - 20 dx dy — 6dy 2 


于是有 


4(1,1) = 2, 4(1,1) = -1 ， 4(1,1) = -16 ， 4/1 ， 1) = 10 ， 4(1 ， 1 卜 -6. 
这样就可写出 

z(x,y) = 1 +2(x — 1) 一 （ 2 / - 1) _ 8(x — l) 2 + 10(x - l)(y - 1) — 3(y — l) 2 + fi 2 . □ 


§6.6 泰勒公式（习題 3581-3620) 
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解2根据隐函数存在定理可以肯定 2 = z ( a :， y ) 在点（1， 1) 存在泰勒公式 
z = l+a{x-l) + b(y-l) + c(x -I) 2 + d{x - l)(y 一 1) + e(y — I ) 2 十 
其中 = o ( r 2 ), T = y/(x - l ) 2 -f (y - l ) 2 . 

以下用待定系数法. 

为计算方便起见，令 2 = Z + l ，： r：=X + l，y = y + l ， 代入方程得到关于 X ， y ， 2 
的方程为 

一 2X + Y-hZ-2XZ- {- 3Z 2 + Z 3 = 0. 

然后用 

Z = aX + bY^cX 2 -h dXY ^ eV 2 + R 2 
代入方程，并弃去所有高于二次的项，这样就得到等式 

一 2X + Y + (aX^bY + cX 2 + dXY ^ eK 2 ) - 2X(aX + bY) + 3(aX + bY) 2 = 0. 
将上式按照 X ， V ， X 2 t XY,Y 2 归并同类项，得到 
(a - 2)X + (6 + l)y + (-2a + 3a 2 + c)AT 2 + (-26 + 6a6 + d)XY + (3b 2 -h e)Y 2 = 0, 

并令它们的系数等于0,就可得到 

a = 2, 6 = 一 1， c = —8, d = 10, e = 一 3. □ 

6.6.2 平面曲线的奇点判定（习题 3605-3620) 

隐函数存在定理表明，若在点 ( x 0 ,2/ o ) 的一个邻域内函数 F 连续可微，满足条件 

F ( xo , 2 / o ) = 0， 

且梯度向量 ▽F(x 0 ， y 0 ) = ( F ^( xo ,2/ o ),^( x 0 , yo )) 不是零向最，则在点 ( x 0 ,?/ o ) 的一个 
邻域内，方程 F(x, y) == 0或者确定 y = y (: r )， 或者确定 a ; = : r ( 2 /)， 这时在该邻域内没有 
其他点满足 F(x y y)=0. 将这样的点 ( x 0 , 2 / o ) 称为平面曲线 F ( x , y ) = 0 的通常点. 

若 ， ( 吻 ，^) = 0,但 ( x 0 , y 0 ) 不是通常点，则称为 奇点. 对于连续可微的 F 来说，点 
( x 0 ,2/ o ) 为平面曲线 F = 0的奇点的必要条 件是： 

F ( 工 0 , 2 / 0 ) = 0 ， K( x o,Vo) = o, F^(x 0l yo) = 0. 

设 F 在点 (x 0l y 0 ) 处二阶连续可微，则可用 P 在该点处的二阶偏导数判定某些奇 
点的类型.记4 = F - x ( x 0 l yo ), B = F ^ y ( xo , y 0 \C = F ； y ( x 0 , y 0 ), 则有以下结论： （1) 若 
- S 2 > 0,则地为孤 立点； （2) 若 一 B 2 < 0,则 M 0 为二重点（结点).在补注 
小节 §6.6.3 的命题 6.2 中将对此作出证明. 


习题 3605 研究曲线 y 2 ^ ax 2 + x 3 的奇点，并作其图像 • 

解这时 a 为参数.记 F(x, y) = ax 2 + x 3 - y 2 , 则有 
K(^^y) = 2ax + 3x 2 , F;(x 、 y) = -2y ， 

F x X {^ 2/) = 2a + 6x, F^ y (x,y) = 0, F ^ y ( x , y ) = -2. 
由 F(x, y ) = n ( x ， y ) = F ^ x lV )=0 可确定出只可能有一个奇点 (0,0). 
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以下需要按照参数 a 的不同情况来分析该奇点的类型（参见附图). 




习题3605的附图 

( a ) a >0, 这时在点 (0,0) 处 ， A = 2(2, S = 0, C = 一2, AC - B 2 = -4 a < 0,因此 
奇点 (0,0) 是二重点. 

( b ) a = 0, 这时在点 (0,0) 处，4 = 0, S = 0, C = -2, 一 S 2 = 0,方程变成 

y = x ^. 该曲线即是 §6.5 的习题 3374( b ) 中的半立方抛物线，奇点 (0,0) 为尖点 • 

( c ) a <0, 这时在点 (0,0) 处，>1 = 2 a，B = 0, (7 = -2, AC - D 2 = -4 a > 0,因此 
奇点（0,0)是孤立点 •口 

习题3606研究曲线# + 2/ 3 -3:^ = 0的奇点，并作其图像. 

提示 这是笛卡儿叶形线（参见 §1.4.4 的习题 370.1( b ) 和 §2.12.3 的习题 1541) •口 


习题 3607 研究曲线 x 2 -f y 2 = x 4 +i/ 4 的奇点，并作其图像. 


提示参见 §6.3.1 的习题3366及其附图 •口 


习题 3608 研究曲线 x 2 + 2/ 4 = x 6 的奇点，并作其图像 • 


解（概要）令厂(凡2/)=：1： 2 + 2 / 4 -0： 6 ，计算得到 

F^x.y) = 2x - 6a: 5 , F ； (x,t/) = V; 

0,2/) = 2 - 30x 4 , O) = 0, O) = 12 2/ 2 . 
由 F { x ) y ) = F ^ ix . y ) = F^(x,y) = 0 可知只可能有奇 
点 (0,0). 计算得到在该点的 A = 2 , B = 0 y C = 0 , 
AC - B 2 = 0. 因此不能由命题 6.2 作出结论.然而从 

F(x >y ) = x 2 (l-a; 4 )+y 4 

即可看出，当闳< 1时满足方程 F(x，y) = 0的点只可 
能是 (0,0), 因此它是孤立点（见附图) .口 
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习题 3609 研究曲线 (x 2 + y 2 ) 2 = a 2 (x 2 - y 2 ) 的奇点，并作其图像 • 


提示这是伯努利双纽线，参见 §6.3.1 的习题3367及其附图 .口 


习题3610研究曲线 （y - x 2 ) 2 = a : 5 的奇点，并作其图像. 

解令 F ( x ， y ) = (2/- X 2 ) 2 - a : 5 , 计算得到 • 

K ( x ^ y ) = -4 x ( y - x 2 )-5 x 4 , Fyix . y ) = 2( t /- x 2 ); 

Kxi x ^ y ) = ~ 4 2/+ 12 x 2 - 20 x 3 , F ^ y ( x , y ) = -4 rr ; Fy y ( x , y ) = 2. 

由 F ( x ， y ) = F ^( x , y ) = ^( x , y ) = 0 可见只可能有奇点 (0,0). 计算得到在该点的 
A = B = 0 ) C = 2 } AC - B 2 = 0 1 因此不能用命题 6.2 来判定. 

然而要作出本题的平面曲线的图像并不难.从方程即可见只 
在 x > 0时有图像.直接解出两个单值函数支： 

5 . 5 _ 

yi { x ) = x 2 y 2 { x ) = x 2 - x 2 = x 2 (l - y / x ), 

就可见它们都经过奇点 （0,0), 且在该处的导数为 0. 其中 2^(0：) 在 
x ^ O 时严格单调递增，而 y 2 ( x ) 则先是严格单调递增，然后严格 
单调递减，在 X = 1处与 Oz 轴相交，然后继续严格单调递减.又 
利用 2/1 {X) > 1/2 (X) {X > 0), 这样就不难作出附图中的图像.奇点 
(0,0) 为尖点. 

如丨 Uj 的第二卷的236小节所述，由于从尖点出发的两支曲 
线在尖点邻近处于公切线的同一侧，因此称为第二类 尖点. （相应 习题 3610 的图像 
地在习题3605的参数 a = 0时的奇点称为第一类尖点 口 

习题3611研究曲线 （a + x ) y 2 = (a - a :): r 2 的奇点，并作其图像. 

提示这是环索线，对于 a > 0可参见 §6.5.3 的习题 3574( d ) 及其附图.当 a < 0 
时，其图像与 N 对应的图像关于02/轴对称.当 a = 0时，曲线退化为直线 a : = 0.其中 
的点 (0,0) 满足作为奇点的必要条件，且 4 = S = C = 0, 但并没有“奇性”，因此仍然只 
是一个通常点 .口 

习题3612研究参最 a ，6 ，c ( a 彡6彡 c ) 的值与曲线 y 2 = (x — a)(x — b)(x - c ) 的 
形状之关系. 

提示由于三次多项式 f ( x ) = ( x - a )( x - b)(x - c ) 的图 
像很容易作，因此只要将该图像“开平方”就可以作出所要的曲 
线，然后即可看出有否奇点以及在有奇点情况时的奇点类型. 

& a = l ，6 = 2 *c = 3 为例，在附图中用虚曲线表示上 
述三次多项式的图像（也称为三次抛物线)，用粗黑曲线表示 
y 2 ^( x - l)(x - 2 ){x - 3) 的图像（已见于第一册附录二的习 
题 1486). 由此图已可推知当 a < 6 < c 时，曲线无奇点. 

进一步可从上述附图推测出以下三种情况的结论，而且都可以用本题的特例，即习 
题3605的图像来说明. 
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(1) 若 a = b < c ， 图上的圈将缩小为一个孤立点（即习题3605的 a < 0的情 况〉. 

(2) 若 a < b = c , 图上的两支曲线结合成环索线（即习题3605的 a > 0的情况). 

(3) 若 a = 6 = c ， 则为半立方抛物线（即习题3605的 a = 0的情况). □ 

注对图像“开平方”运算是在 §1.4 中学习的一种技巧，见 §1.4.2 的习题266, §1.4.3 
的习题 328( e ), 329( d ) 和 §1.4.4 的习题368⑷等 • 

在习题 3602-3612 的方程 F ( x , y ) = 0中，函数 F 都是代数多项式，其曲线称为代 
数曲线.下面的习题 3613-3620 则是由超越方程确定的曲线，称为超越曲线 • 

如上面的习题所示，若能用 §1.4( 以及 §2.12) 中的方法画出曲线的草图或图像，则 
对于奇点的分析很有帮助. 

习题3613 ( y 2 = 1 - e 一 /), 3614 ( i / 2 = 1 - e ^ 3 ), 3618 { y 2 = sin f )，3619 ( y 2 = 
sinx 2 ), 3620 ( y 2 = sin 3 x ) 等都可用习题 3612 中的图像“开平方”解决，留作练习. 

习题3615 (y = x \ nx ) 的作图比较简苹，习题3617 {y = arctan (~^))可参见第 
一册附录一的习题 324.1( d ), 从略 • 

以下分析习题3616,它有一些新的特点. 

习题 3616 研究超越曲线2/二一^的奇点. 

1 + el 

解由于? /( x ) 在定义域 （- oo ,0) U (0，+ oo ) 内均 
连续吋微，因此只有点 x = 0 处需要研究. 

从/(+0) = /( - 0) = 0可见，点 x = 0是可去不 
连续点.补充 定义? /⑼= 0,则 a : = 0为连续点. 

为研究（延拓后的） y ( x ) 在 a : = 0是否可微，可用 
单侧导数极限定理（见 §2.6.4 的习题 1258.1). 


▲V 



对 a : / 0可求导得到 


y’( x ) 


丄 

e x 


1 + e x x(l -f e x ) 


于是就有 


4(0) = 2 /(+ 0 )= 


丄 


恐 ◦(. 


1 

e x 


r)=o+o= 


0, 


2 / , _( 0 ) = y , (-0)= lim f 


lim 


0(^ 


)= 1 + 0 = 


( l + e +) 2 

可见曲线上的点 (0,0) 为角点.（在附图中还用虚线画出了曲线的斜渐近线2/ 


§6.6 泰勒公式（习超 3581-3620 ) 
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6.6.3 补注 

现在给出平面曲线 FXrrj ) = 0在 AC - S 2 / 0时的奇点类型的证明，并对 
AC - B 2 =0 作注解. 

命题 6.2 设函数 F (: r ， y ) 在点 Af 0 ( a : 0 , 2 / 0 ) 的一个邻域内二阶连续可微，且满足 

F ( x 0 , yo ) = F ^ ixo . yo ) = Fy ( x 0 , y 0 ) = 0. 

又记 

A = ^( xo ^ o ), B = F ^ y ( x 0 , y 0 ), C = F ;’ v ( x 0 ， y 0 ), 

则当 AC — S 2 # 0 时，由方程 F ( x , y ) =0 确定的平面曲线在点 M Q { x Q > y Q ) 处有以下两 
种可能类型： 

(1) 若_ S 2 > 0,则 M 0 为孤 立点； 

(2) 若-妒 < 0,则 JW 0 为二重点（结点). 

证为简明起见，设 x 0 = 3/0 = 0. 显然这只要通过乎移即可实现. 

写出带佩亚诺余项的泰勒公式 

F ( x , y )-\ ( Ac 2 + 2 Bxy-b Cy 2 ) + o ( r 2 ) ( r 0), 

其中 r = y / x 2 + y 2 . 

(1) 若 AC - S 2 > 0,则当 >1 > 0 时，由髙等代数知道 4 x 2 + 2 Bxy + Cy 2 为正定二 
次型，且存在 d > 0,使得对一切： r , y , 成立不等式 

Ax 2 -f 2 Bxy + Cy 2 ^ d ( x 2 + y 2 ) = dr 2 . 

将前述泰勒公式的余项改写为 o ( l ) r 2 , 其中 0 ( 1 ) 是 r 0时的无穷小量，则就得到 

V ) > [yd 4- o ( l )] r 2 (r -> 0). 

因此存在 r 0 〉0,使得当0彡 r < r 0 时， 

F ( x , y ) ^ jdr 2 . 

由此可见，在邻域 a : 2 十沪 < rg 内，方程 F (2：,2/) =0只能在点 (0,0) 处成立，从而该奇 
点为孤立点. 

对于>1 < 0的情况，证明是类似的，从略. 

(2) 若一 S 2 < 0,则二次型 At 2 + 2 Bxy + Cy 2 为不定，它既可取到正值，也可 
取到负值.从高等代数知道，存在正交变换（对于二维情况就是坐标轴的一个旋转变换） 

x = x f cos a — y ’ sin a ， y = x f sin a -h y 7 cos a ， 

使得成立 

F { x , y ) = dix ,2 H - ( hi / 2 + o ( l ) r 2 ( r 0), 

其中 di > 0,办 < 0,且 r 2 = a : 2 + y 2 = z ' 2 + j / 2 . 为方便起见，记 di = a 2 , 办 =—6 2 , 
其中 a ,6>0, 则就得到 
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F ( x , y ) = a ^ x 12 - b 2 y ,2 + o ( l ) r 2 

= { ax ' — by ')( ax f + by 1 ) + o ( l ) r 2 (r 0). 

若将上式最后的余项弃去，则方程 F ( x , y ) = 0 就确定出在点 (0,0) 相交的两条直 
线 W - 6?/ = 0和 ax ' + / = 0. 可以证明，考虑余项之后， F ( x , y ) = 0 确定的平面曲 
线在点 (0,0) 附近是两条于 (0,0) 相交的曲线，且分别与上述两条直线在点 (0,0) 处相 
切.这些证明可在 [111 的第二卷的 236-237 小节或者 [14 j 的§53中找到，从略.称这样 
的奇点为二重点或结点 .□ 

注在 t 4 C - S 2 =0但不全为零时，《习题集》在 §6.6 的前言处说奇点 
为尖点或孤立点，这是不够完整的.实际上这时与 (7 全为零的情况类似，需要利 
用更高阶项作进一步研究，包括前述二重点在内的更复杂情况都可能出现.以下举出各 
种可能性的例子. 

(1) 第一类尖点，见习题 3605( b ) 及其附图. 

(2) 第二类尖点，见习题3610及其附图. 

(3) 二重点，见 §6.7.1 的习题3682及其附图.该题中的方程为 2 ： r 2 - 3xy 2 + y 4 = 
(x — j / 2 )(2 x — ?/ 2 ) = 0. 在点 （0,0) 处 >1 = 4, B = C = 0. 与 一 B 2 <0时的二重点 
不同的是两支曲线在奇点处有公共的切线. 

(4) 在 （3) 中的两支曲线完全重合，无任何奇性，点 (0,0) 为通常点.例如方程 
y 2 - 2x 2 y + x 4 = (y - x 2 ) 2 = 0在点 (0,0) 处就是如此. 

(5) 孤立点，见习题3608及其 附图. 


§6.7 多元函数的极值（习題 3621-3710) 


§6.7 多元函数的极值（习题 362 1- 3 710) 

内容简介本节的习题可分为以下 部分： （1) 无条件极值问题， （2) 条 件极值 问题， 
(3) 最值问题， （4) 应用题. 

6.7.1 无条件极值问题（习题3621-3649, 3651-3653, 3681- 3682) 

这里的主要思路可以仿照一元函数的极值和最值问题来考虑（参见 §2.11.1). 首先 
是将费马定理推广于多元函数而得到下列命题. 


命题 6.3 (多元函数的费马定理）设 /(〜,•••， a : n ) 在 n 维区域 D 上有定义，点 
a = ( ai , • • • ， a n ) € D 是/的极值点，且 / 在该点存在所有的一阶偏导数，则有 

fi(ai ， … ， On) = () ， ••• ， /A(ai ， ." ， On) =0. 

注 1 上述命题也可写为多元可偏导函数 / 在极值点 a 的梯度向 M 为零 向量： 

grad/(a) = 0. 

注2若将命题中的条件加强为/在点 a 可微，则/在该点的微分为0: 

d/(a) = 0. 

与一元函数类似，我们将满足条件 grad /(a) = 0 或 d/(a) = 0 的点 a 称为驻点 
(或临界点)，即极值嫌疑点.偏导数不存在或函数不可微的点也都是极值嫌疑点. 

若 f 在点 a 处二阶连续可微，即存在所有的二阶连续偏导数，则就可将多元函数/ 
在驻点 a 附近的增量用带佩亚诺型余项的泰勒公式表示 如下： 

/(x) - /(a) = ^ Ax t HAx 4 - o ( r 2 ) (r 0), (6.5) 

其中 x = ( xi , ••- , x n ) r , Ax = ( x x 一 a ! ，…， x n - a n ) r , r = ||Ax|| 2 , Jf 为 / 在点 a 的 
所有二阶偏导数组成的实对称矩阵 

/O) … n f n (a)\ 

苽⑷ 尨⑷…私⑷ 

H = • ， 

曹 籲## 

• • # • 

… fMJ 

称为黑 塞矩阵 （已见于 §6.2.6 的习题 3350 和 3351 中).可以看出， （6.5) 右边的第一项乘 
以2就是函数/在驻点 a 处的二阶 微分： 

d 2 /(a) = Ax t HAx. 

利用高等代数中的二次型知识就可以得到下列命题. 


命题 6.4 (多元函数极值的充分条件） 设 f ( x ) 在驻点 a 的一个邻域内二阶连续 
可微， H 为 f 在该点的黑塞矩阵，则有以下 结论： 

(1) 若 H 为正定阵，则 a 为极小 值点； 
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(2) 若//为负定阵，则 a 为极大 值点； 

(3) 若 / f 为不定阵，则 a 不是极值点. 

注情况 （3) 在一元函数中没有对应.此外，命题6. 4 留下的情况是黑塞矩阵为半 
定矩阵的情况，其中包括所有二阶偏导数在点 a 全等于0的特例在内 • 

为方便起见，将命题 6.4 对于二元函数的情况另列为一个命题如下 • 


命题 6.5 设二元函数 2 = f ( x ， y ) 在驻点 ( x 0 , yo ) 的一个邻域内二阶连续可微，且 
满足条件 D = — S 2 # 0,其中 A = r ' x { x ^ y 0 \B = f “ y Q )，C = f ^ y ( x 0> yoh 

则有以下 结论： 

( 1 ) 若 D > 0, 4〉0 (C > 0)， 则 ( x 0 l y 0 ) 为极小值点； 

(2) 若 £> 〉0,災 < 0 (C < 0)， 则 ( x 0 , r / o ) 为极大值点； 

(3) 若 D < 0,则 ( xo ^ yo ) 不是极值点. 


注1 D = 0 的情况相当于命题 6.4 的注中所指出的情况，其中包括 A = B = C = 
0的特例在内. 


注2可以将此命题与 §6.6.3 的命题 6.2 作对比，从而理解平面奇点与二元函数的 
极值问题之间的密切联系.例如，命题 6.5 的情况 （3) 与命题 6.2 的二重点相对应.这时 
在点 ( x 0 , i / o ) 的充分小的邻域内满足条件 /( A - /(: c 0 ， y 0 ) = 0的点粜恰好是经过点 
( rr 0? yo ) 的两条曲线，它们将该邻域分成四个区域， f ( x ， y ) - f ( x 0 ， yo ) 在其中的两个区 
域内大于 0 ,而在另外两个区域内小于 0 ,从而点 ( x 0 , t / o ) 不可能是极值点. 

本小节的习题一般都可以用上述三个命题求解，只需注怠以下 几点： 

(1) 利用闭区域上连续函数达到最大值和最小值的定理，往往可以直接判定某些驻 
点为极值点，而不必计算该点处的二阶偏 导数； 

(2) 求极值时只需考虑定义域的内点，而在求最值时则要考虑定义域的边界点； 

(3) 根据各个习题的具体情况，也可能找到比上述几个命题更为便捷的 方法； 

(4) 对于命题 6.4 和 6.5 所不能覆盖的情况需要另作讨论. 


习题3622研究函数 2 = x 2 - 0/ - I ) 2 的 极值. 


解1计算一阶偏导数并列出方程 
z , x = 2 x = 0, Zy = -2(i / 一 1) = 0 ， 

就得到驻点为（0，1).又计算二阶偏导数为（恰好都 
是常数） 

^ = 2, B = = o , C = Zy y = -2, 

可见有 D = AC - B 2 = -4 < 0, 因此点 （0,1) 不是 
极值点.（附图中是 z = x 2 -^ y 2 的图像 .） 口 



习题 3622 的附图 


解2由于表达式 x 2 - (y - I ) 2 的第一项与 y 无关，于 z = 0处达到极小值，而第 
二项则与0：无关，于2/ = 1处达到极大值，因此即可知只有一个驻点（0,1)，且在该点 






§6.7 多元函数的极值（习题 3621-3710) 


的任何邻域内，函数值2 y ) 既可能大于2(0, 1) = 0 (只要令2/ = 0)，又可能小于 

2(0,1) = 0 (只要令 a : = 0)，从而（0, 1) 不是极值点.于是本题的函数没有极值. 口 

注函数2 = z 2 - ( j / - I ) 2 的图像是以点（0, 1) 为中心的双曲抛物面，俗称马鞍面， 
点（0, 1) 称为鞍点①.在附图中作出的是 z ^ x ^- y 2 的图像，只要将它沿着 Oy 轴的正 
方向移动一个单位长度就得到本题函数的图像. 


习题 3624研究函数 z = X 2 -xy -\-y 2 -2x + y 的极值. 


解从求偏导得到的方程 < = 2 :r - 2/- 2 = 0和< = —X + 22/ + 1 = 0即可求出 
唯一的驻点为 (1,0), 又从黑塞矩阵 （A —2 1 ) 为正定，可见点（1，0)为极小值点，极小值 
为之(1，0) = -1 •口 

注一元函数中的 2/ = ( i : e 2 +6 x + c 当 a >0 时，其图像是开口向上的抛物线，存 
在唯一的最小值点.与此相似，二元函数 z = ax 2 -h 2 bxy + q / 2 + 2dx + 2 印 + /当矩阵 
( g ^) 为正定时，其图像为开口向上的楠圆抛物面，存在唯一的最小值点.本题求出的极 
小值点就是最小值点.这些结论可以推广到 n 元函数，因为这时在公式 (6.5) 中没有余 
项，因此命题 6.4 的结论不是局部的，其情况 （ 1 ),( 2 ) 中的点 ( x 0 , 2 / o ) 为唯一的最值点. 


习题 3625研究函数 2 = x 2 y 3 (6 - x - y ) 的极值. 


解计算一阶偏导数并令其为0,得到 

奢= 2 xy 3 (6 -x-y)- x 2 y 3 = xy 3 {l2 - 3 x - 2y) = 0, 

奢 = 3 x 2 y 2 (6 -x-y) — x 2 y 3 = x 2 y 2 (18 - 3 x - 4y) = 0. 

由此即可解得所有驻 点为： （1) 满足 x = 0, 即 Oy 轴上的所 有点； （2) 满足2/ = 0,即 Cte 
轴上的所有点； （3) 点（2, 3). 


由于本题的方程非常简单，用几何分析方法即可解决问 
题.如附图所示，其中的三条粗黑直线 x = 0 ，y = 0, a : + y = 6 
就是满足2 = 0的点集全体.这三条直线将坐标面 xOy 分成 
7个区域，且容易确定每一个区域上二元函数2的符号. 

在这些区域中只有一个是有界的闭区域，在图中标以灰 
色.在该区域内 z >0, 而前面求出的驻点 (2,3) 恰好是这个 
区域的内点.利用连续函数在有界闭区域上达到最大值和最 
小值，可见点 (2,3) 就是极大值点，极大值为 z (2,3) = 108. 



对于满足 x = 0 的点，即02/轴上的点，从附图可见， m & y >6 my <0 的点都是 
极大值点，而满足0 < 2/ < 6的点则是极小值点.这些点处的极值都是 0. 然而点 (0,0) 
和 （0,6) 却不是极值点，因为在它们的任意小的邻域内函数^可同时取到正值和负值. 
同理可见，对于满足 y = 0的点，即 Oa : 轴上的点，也都不是极值点 .口 


® 同样也将命题 6.5 中情况 （3) 的驻点称为鞍点. 


习题 3627( b ) 研究函数 
z-2x 4 + y A -X 2 - 2y 2 的极值 • 

解与习题3622类似，将函 
数写为 2 = /( a :)+ p ( 2 /)， 其中 
/(x) = 2x 4 -X 2 , 

9{v) = v 4 - 2y 2 , 

则就可以分别研究两个一元函数 
/(: r ) 和 〆 y ) 的极值 • 

如附图所示，通过导数计算即可知道函数/( X )有一个极大值点 x = 0 和两个极小 
值点 rr = 土+，而函数 〆 y ) 则有一个极大值点 y = 0 和两个极小值点2/ = 士 1 . 

由此可见，本题的二元函数 2(4 2/) 有9个驻点.容易看出其中点 (0,0) 为极大值点， 
极大值为 z = 0;点（士土 1) 为两个极小值点，极小值为 z = - l |; 其余6个驻点则如 
习题3622的解2所示都是鞍点 .口 

习题3629研究函数 2 =屻^/1 一 _■一# ( a >0,6>0) 的极值. 

解 函数的自然定义域是闭区域 

D = {( x iV) 丨 ■fr + 含彡 ”• 

如附图所示，用粗黑线表示 z = 0 的点集，则区域 D 可分为4个子区域，在它们的边界 
上都有 2 = 0.又 用士 号标出 z ( x , y ) 的符号. 

由附图可以看出，原点 (0,0) 不是极值点（而是鞍点). 

利用函数和区域的对称性可以断定，^在第一象限中的阴影区域内有最大值点，且 
也是极大值点.从对称性可见，2在第三象限有取到相同最大值的最大值点，而在第二 
和第四象限则有最小值点，其最小值等于最大值乘以- 1. 这些最值点都是极值点. 

记 △ = 1 - •^一 于是有 2 = xy \/ A . 由此式 
计算心如下：° 

由对称性可直接写出 

Va V / p 人 



习题 3629 的附图 



然后求解下列方程组 






誓- 



它在第一象限中的唯一解为 





多元函数的极值（习題3621- 3710) 


由前面的分析可知，所求出的驻点就是极大值点（也是最大值 点). 将它代入 
中，得到极大值（也是最大值）为由对称性可求出极小值点和极小值，从略 •口 

注本题利用有界闭集上连续函数的最值定理，在计算之前就可以断定最值点的 
存在性.又由于利用了函数与区域的双重对称性，因此不必计算所有的驻点（例如鞍点 
(0,0)), 也不必计算它们的黑塞矩阵. 


习题3630研究函数之= 


ix^by- 


( a 2 +6 2 + c 2 ^0) 的极值. 


提示此题可归结为一个简单的几何问题.考虑三维空间的向量 （ x ， y ， l ) 和 
( a ,6, c ), 则从三角学的余弦定理可见这两个向景的夹角0的余弦为 


COS0 = 


+ j/ 2 + 1 • y/a 2 + +C 2 



然后对于 c _ 0和 C = 0的两种情况分别进行讨论.由问题的几何意义即容易猜测到前 
者有极大值和极小值（也就是最大值和域小值)，而后者没有极值 .口 


习题 3643 研究函数 11 = 0： 3 + 2/ 2 + 2 2 + 12：2：2/ + 22的极值. 


解计算三元函数 u 的一阶偏导数为 

u' x = 3 x 2 4* 12 y , 

Uy = 2 y + 12 x , 

u f z =2 z 2, 

于是可求出两个驻点为 （0, 0, - 1) 和（24, 一 144, -1). 

代替计算两个驻点处的黑塞矩阵，可以直接计算 u 的二阶微分如下 •. 

du = (3 a : 2 4- 12 y ) dx + (2 y + 12 x)dy -f (2 z 2) dz , 

d 2 u = (6 x dx 4 - 12 dy ) dx + (2 dy + 12 da :) dy + 2 dz 2 
— &x dx 2 +■ 24 dx dy + 2 dy 2 + 2 dz 2 . 

于是可直接得出在驻点⑴几-”处的黑塞矩阵为(§^) •容易看出它有两个正特征 
值和一个负特征值，因此是不定阵，可见驻点（0,0, - 1) 不是极值点. 

又可得出在驻点（24, - 144, -1) 的黑塞矩阵为(穿 go ), 它是正定矩阵①，因此驻 
点（24, -144,-1) 是极小值点，函数 u 的极小值为 

24 3 + 144 2 + 1 - 12 • 24 • 144 - 2 = -6913. □ 

® 这里的常用方法是利用^等代数中的西尔维斯特定理，即实对称阵为正定的充要条件是矩阵的各阶顺 
序主子式都大于 0. 对本题来说可看出点（24, -144,-1) 处的黑塞矩阵的特征值均大于0,因此是正定阵. 
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2 2 2 2 

习题 3646研究函数 w = — + — + — + 4-( x >0, z / >0,2>0, a > 0,6 > 0) 

x y z 0 

的极值. 

提示一种初等解法是设法将函数 u 写成15项之和，且使得这15项的乘积为正常 
数，因此用平均值不等式即可求出函数 u 的最小值.另一方面，使得这15项彼此相等的 
条件与费马定理提供的驻点条件完全相同，因此最小值点就是唯一的极小值点 .口 

习题 3651设由方程: r 2 + y 2 + 2 2 - 2 x + 2 y - 4 z - 10 = 0定义变贵 a : 和 y 的隐 
函数 A 求其极值. 

分析容易看出方程的几何图像是三维空间中以点（1， - 1，2)为心的球面，冈此题 
中的隐函数2的图像即是其上半球面和下半球面 .口 

解为了求2的极值，除了先求出它们的显表达式后求解之外，也可以用隐函数方 
法计算. 

将题设的方程记为 F(x,y,z) = 0,则有 F f z =2z - 4. 因此对于点只 
要功/ 2,就可以在点 P 的一个邻域内确定唯一的隐函数 2 = z(x,y). 当 2 = 2时则方 
程成为 （rc 一 I ) 2 + (y + I ) 2 = 16,因此不可能确定形状为2 = 2( x , 2/) 的隐函数. 

将隐函数代入方程 F(x^z) = 0 并求微分得到 

2xdx 2ydy -\- 2zdz — 2 dx 2 dy — 4 dz = 0 ， ( 6 . 6 ) 

然后整理成 

d 2 = ^^[(1 - x)dx + (-l - y ) dy ]， 

即可确定当 :c = l , 2/=-l 时 dz = 0. 将 a := l，y = -l 代入方程: r 2 + y 2 + z 2 - 
2 x + 2 i / - 乜 一 10 = 0, 可求出 z 的两个值为 6 和 -2. 于是可知在点（1， -1,6) 和点 
(1,-1,-2) 的某个邻域内方程 F ( x , yi z ) = 0 分别确定了两个隐函数 2 = z ( x ， V ), 而点 
(1，一 1) 为它们的共同驻点. 

为确定上述两个隐函数在驻点 (1,-1) 处是否取极值，可对 (6.6) 再求微分得到 

2 dx 2 + 2 dy 2 4- 2 dz 2 4- 2z d 2 z — 4 d 2 z = 0, 

其中由于: r ， y 是自变量，因此 d 2 x = d 2 2/ = 0. 又因在驻点处 d 2 = 0, 于是就有 

d 2 z = --^2 ( dx 2 + dy 2 ). 

因此可从命题 6.4 (或命题 6.5) 知道2 = 6是极大值，而2 = - 2是极小值 .口 

习题 3653设由方程 （ x 2 + 2 / 2 + z 2 ) 2 = a 2 (x 2 + y 2 - z 2 ) 定义变量 x 和 y 的隐函 
数 z ， 求其极值. 

提示这是坐标面 rrOz 上的双纽线 （ rr 2 + z 2 ) 2 = a 2 ( x 2 - z 2 ) 围绕 O2 轴旋转得到 
的旋转曲面方程，由此曲面的图像即可在计算之前猜测到可能会有什么样的结论.这里 
可参考第一册附录一的习题 371.1( g ) 和 §4.7.3 的习题2483.2,此外还可参考 §6.1.2 中关 
于旋转曲面方程的习题3172 .口 



§6.7 多元函數的极值 (^^ 3621-3710) 
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习题3681 证明： 函数之 = (l + e 〃） cosrr - yey 有无穷多个极大值而无一极小值. 


解计算一阶微分得到 

dz = [一 (1 + e y )sinx]dx + [(cos rr 一 1 — y ) e y ]. dy . 

于是从 dz = 0 可求出无穷多个驻点为 

x = nn , y = (― l) 71 — 1 (n € Z). 

然后再计算二阶微分得到 

d 2 z = [-(1 + e y )cosa;] dx 2 + 2(-e y smx)dxdy + [(cosx 一 2 - y ) e v ] dy 2 . 

于是当 n^2k(keZ) 为偶数时，在驻点 (2A-7C,0) 处的黑塞矩阵为 （f A )，可见 
这些驻点均为极大值点. 

然而当 n = 2k-l (k GZ) 为奇数时，在驻点 ((2k- 1)71,-2) 处的黑塞矩阵为 
( 1+ ^ 2 _ c °- a ), 可见这些驻点都是 鞍点. 

综上所述，函数2有无穷多个极大值点，但没有任何极小值点 .口 


注这种情况对 于一元 连续函数是不可能发生的.这与后面 §6.7.3 的习题3650的 
注中所说的情况有联系，即鞍点的存在起了关键作用. 

习题3682 函数 f ( x ， y ) 在点 M 0 ( x 0 l yo ) 有极小值的充分必 


要条件是否为此函数在通过点 Mo 的每一条直线上冇极小值呢？ 

研究例子 / Or , y ) = (x - y 2 )(2 x - y 2 ). 

解必要性显然成立，但从所提供的例子可知充分性不成立. 

如附图所示，在抛物线 a : = y 2 和 2 z = y 2 之间的灰色区 
域的内点处，函数< 0,而在该区域及其边界之外均有 
z { x , y )>0. 于是如图上绘出的三条虚直线所示，函数 z { x , y ) 在每 
一条虚直线上所取的值在原点总是达到极小值0,然而作为二元函 
数的 2 0 r ， y ) 在原点的任意邻近既可取到正值，又可取到负值，因此 
原点（0,0)不是该函数的极值点 .口 



6.7.2 条件极值问题（习题 3654-3671) 


这里只考虑存在等式约束条件时的条件极值问题，其中的主要方法是拉格朗曰乘 
子法.以下对于存在一个等式约束条件和多个等式约束条件的情况分别给出合理应用 
该方法的主要根据.为简明起见，对于一个约束条件的命题只对二元函数的条件极值问 
题来叙述.这些命题的证明见本节的最后补注小节 §6.7.5. 


命题 6.6 (单个约束条件下的拉格朗日乗子法） 设函数 /( Ay ) 和 p ( x ，2/) 在区域 
DCR 2 内连续可微.若点 (a, b ) eD 是满足约束条件 ^(x,y)=0 下的目标函数 J(x ， y) 
的条件极值点或条件最值点，且梯度向量 gradp = ( cp x ^ y ) 在点 (a, 6) 处不是零向量， 
则存在？10,使得在 a , b ， 、处，拉格朗日函数 
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的偏导数均等于0: 


L(x ， y ， X) = f(x ， y ) 十 hfi(x ， y) 


L ^( a ,6, Xo ) = 0, I / Ja ， 6, Xo ) = 0， L ^( a ,6, X <,) = 0. 


注 1 命题 6.6 给出的方程组是条件极值点应当满足的必要条件.与费马定理的意 
义相似，从上述方程组求得的解只是条件极值嫌疑点，也称为 驻点. 此外，函数/，#的 
不可微点， ▽# = 0的点也都是条件极值嫌疑点. 

注 意：从 §6.7.5 中对命题的证明可知，对于 ^, t /)=0 这样的等式约束而言，条件 
最值点也是条件极值点.这相当于一元函数中当最值点为内点时也是极值点 • 


注2 4 = 0就是约束 p = 0. 条件 l/ x = = 0则可写为向量 形式： 

grad / + Xo grad (p =0. 

这表明在点 （ a ， fe ) 处/的梯度与度共线.利度向量与等值线的正交关系（参 
见 §6.2.6 和习题3342及其附图)，可见在点 ( a ， b ) 处约束条件的曲线 < x ， y ) = Q 与等值 
线 /( H /) = /( a ， b ) 相切 • 


更一般的条件极值或条件最值问 题为： 设函数 /(&,•••，avO 与/: < n 个函数 

= 在区域 DcR n 上连续可微，要求在满足等式约束条件 

••- ，工 n) = 0 (i = l，...，A:) 

时的 B 标函数 2 = /(x lr .. ,x n ) 的条件极值或条件最值. 

定义这时的拉格朗日函数为 

k 

L{x U -- ， ®nAl, … ，入 fc) = /( 工 1 ， … »«n) ••- ,X n ), 

其中的 M ，…，心称为拉格朗日乘 子①. ，=l 

在命题 6.6 中解决了 fc = 1和 n = 2时的问题，它的推广如下 • 

命题 6,7 (多 个约束 条件下的拉格朗日乘 子法） 设函数 /( 々， ••• ， a: n ) 和 A:<n 个 
函数 ^ Pi ( x u …，〜 ）（i = 1，…， fc) 在区域 D C K n 内连续可微.若点 Po(x?, •.•，<)€ 
D 是满足约束条件^ = ... = ^ = 0 下的目标函数/的条件极值点或条件最值点，且 
雅可比矩阵 (Dwo 在点 p g 处满秩，则存在 a 个数々，••• ，M， 它们与 a；?,--. ,4 

—起，使得 n + A: 元的拉格朗日函数 

k 

L(Xi， … ，: En， 入1，…，入 fc) = / (工1，…，工 n) - (工1，… yX n ) 

在该处的偏导数均等于0: 1=1 


^=0,..., L ； n =0; 砍=0，."，砍=0. 


注1与命题 6.6 相同，这时的条件最值点也是条件极值点.同时定理的结论只是 

Po 为条件极值点的必要条件.也称满足命题最后的 n + fc 个偏导数等于0的点为驻点. 

命题中的雅可比矩阵满秩在只有一个约束条件（即 fc = l ) 时就是梯度向量非零. 

® 从下面的注2可见，在 L 的定义中于乘子前不取正号而改取负号则更为自然，但这个符号的选取对计 
算没有影响. 
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注2利用梯度概念可将前 n 个方程=0写成为一个有明显几何 

意义的向量等式： ic 

grad/(P 0 ) = y^A.^grad cpi(Po), (6.7) 

即在点代处目标函数/的梯度向量可 til 约朿条件中的函数灼， ••• ，外在该点的灸 
个梯度向量线性表出，其组合系数就是拉格朗日乘子的值 M (i = l,•-*：). 

如上所说，拉格朗曰乘子法相当于无条件极值问题中的费马定理（即命题 6.3), 所 
求得的还只是极值嫌疑点，因此还需要有判定它是否为极值点的方法.由于这时的 d / 
一般不等于0,因此不可能用无条件极值问题中的命题 6.4 和 6.5. 这方面的推广是下列 
命题，其中的记号与命题 6.7 相同. 

命题 6.8 设怎⑼=(4 0) ,-..，:^ )) 和人⑼=(#),•••，^ 0) )是命题 6.7 中得到的 
驻点和乘子，函数/和 A ， …，外在点，义％的一个邻域内二阶连续可微. 
若关于 d 而（纟=1，".，71)的二次型 

i-^t； {xW ' xm)dXidXj (6 . 8) 

在满足线性约束条件 1， ' 

|^-dxi + ...-h|^-dx n = 0 (i = l,.-. ,A:) (6.9) 

时为正定（负定)，则点为条件极小值為（极大值点).又若 （6.8) 在满足条件 （6.9) 时 
为不定号的二次型，则作不是极值点. 


小结拉格朗日乘子法是解决条件极值问题的有力工具，然而在用该方法之前应 
当检査雅可比矩阵满秩的条件是否成立，凡是不满足该条件的点也都是极值嫌疑点. 


习题3654求函数2 = xy 的条件极值，若 x + y = 1. 


解目标函数 z = /的梯度为 

grad 2 = (2/ ， x )， 

它在点 (x ， y) 满足约束条件 x + 1 / = 1时不会是零向暈，因 
此满足命题 6.6 的条件.作拉格朗□函数 

L = xy-hX(x+ y - 1 ), 

计算得到方程组为 

V x = y X = 0, U y = x -\-X, I ^ = x + y — 1 = 0. 

由此可解得驻点为 

工 0 =告， 2/o =如 h = - 1 . 



计算 L 关于心2/的二阶偏导数，得到黑塞矩阵为(?^) ? 于是 (6.8) 的二次型为 
2 da : dy ,又从约束条件 x + y = l 得到微分 dx 和 dy 满足的约束条件（即 （6.9)) 为 


dx 4- dy = 0, 


于是在 da : 和 dy 不全为0时有 
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第六章多元函数微分学 


2 dxdy = —2 cLc 2 < 0, 

由命题 6.8 可见点(士， +) 是条件极大值点，条件极大值 max^= 

在附图中用粗黑直线作出了约束条件 rn + y = 1的图像，又用细曲线作出了目标 
函数2 = rry 的若干条等值线.可以看到，在极值点处等值线 xy = \与直线 
x + y = 1相切.又从附图中可见，在直线 x + y = l 上除了上述极值点之外，在其他点 
处都与 2 的某条等值线相交，但不相切，从而都不是目标函数的极值点 •口 

注若将本题的要求改为求最大值，则可用初等不等式求 解①. 这时可见只需要考 
虑 rc > 0,2/ > 0的范围.从平均值不等式得到。 

xy <( 乎）=|, 

且当: r = y 时成立等号，就可知道最大值为1/4,且仅当 x = 2/ = 1/2时达到 • 

另一个方法是利用约束条件 a: + y = 1消去其中一个变 fl, 例如令 y = 1-x, 则就 
得到 Z = XT/ = x(l - x ) y 然后即可求出于 a: = 1/2时2达到最大值 1/4. 


习题3655求函数2=吾+ |■的条件极值，若2： 2 +2/ 2 = 1. 

解此时梯度 gradz = (+，+)不是零向 S . 作拉格朗曰函数 

L [ x ， -f y 4- X ( x 2 + y 2 - 1)， 


求偏导得到方程组 

L’ x = + + 2)iX = 0 ， Ly = ^- + 2Xy 

% 

它们与约束方程 a : 2 十 y 2 = 1 —起即可确定出两个驻点为 


0 . 


P1 (^ 


b _ a ) 

b a 


\/ a 2 + ft 2 * \/ a 2 + fr 2 

由于满足约束条件 x 2 -^ y 2 = \ 的点集为有界闭集，因此 
z 必有最大值和最小值，且不相同.从命题 6.6 知道相应的 
最值点也是极值点，因此所得的两个驻点就是极大值点和 
极小值点.将它们代人 z ( x y y ) 就得到两个极 值为： 

□ 


仍 ) 一 ^ E 



奶)=气产， 

注附图中对于 a ， b 同号的情况作出了目标函数2 = t + | •的若干条等值线，两 
个小圆点是极值点，在该处的等值线与约束条件 rr 2 +2/ 2 = t 的图像相切 • 


习题3656求函数 d 2 + y 2 的条件极值，若 f + f = 1. 

提示本题是后面的习题3667在 n = 2时的特例.几何上即是考虑直线| = 

1上的点到原点距离平方的极值，显然有极小值但无极大值.本题用消去一个变量的方 
法也容易求解，即将问题归结为一元函数的极值问题 .口 

①下面的习题 3655-3657 等也都是 如此. 
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习题 3657( a ) 求函数 z = Ax 2 2 Bxy + Cy 2 的条件极值，若 o : 2 + y 2 = 1. 

提示本题是后面的习题3671在 n = 2时的特例，本质上是一个线性代数问题.本 
题也见子1321的例题21.4.1，其中给出了三个解法 .口 

习题 3663( a ) 求函数7/ =邱 2 的条件极值，若 x 2 + 2 / 2 + 2 2 = 1， a ; + y + 2 = 0. 


解1从有界闭集上连续函数必有最值可见问题有解，且可看出最大值必大于0, 


最小值必小于 0. 这时的约束条件的雅可比矩阵为 



除非 : c = y 矩阵一定满秩.然而在满足约束条件 : r + y + 2 = 0 和 : r 2 + 2/ 2 + 2 2 = l 

时 x = y = z 不可能成立.于是用拉格朗日乘子法的条件满足. 


作出拉格朗曰函数 L = xyz 4- X(x -f y 4- 2 ) + M ($ 2 + y 2 + 2 2 - 1)， 求偏导得到 
+ X 十 2 //x = 0，十人 + 2fiy = 0, L f z = xy + 2\xz = 0. 

从这三个方程和两个约束条件可以组合得到 rrLi + 2 /% + = 3 xyz + == 0. 

这样就可以从前三个方程得到 


2/ xx 2 + Xx = 等， 2/ ij / 2 + Xy = 2^ iz 2 + 入 2 = 誓. 


阑定一组 X ，&则可见 a :， y , 2 满足同一个二次方稈，因此其中至少冇两个相等.如 
前所说，满足约束条件的点的三个坐标不可能全相等，于是只能是恰好两个坐标相等. 


从问题的对称性知，这种极值点或最值点的个数应当是3的倍数，即成组出现，且 
在每一组中的极值或最值相同.因此不妨设 x = y ^ z 直接求解.以下已经不再需要上 
述驻点方程组，也没有必要去求出拉格朗日乘子 \、卜 

于是问题已经转化为在约束条件 2 :r + 2 = 0,2/ + = 1下求 u = : r 2 z 的最值.从 


. 利用在有界 


前两个约束己经可以解出 x = 土^^ 从而得到 u =干^ 

闭集 a : + 2/ + 2 = 0, o ; 2 +沪+ 2 2 = 1上 tx —定有最值，可见已经得到条件最大值 


和条件最小值它们也同时是条件极大值和条件极小值 .口 

3v6 


3\/6 


解2本题的条件最值可利用代数方程的根与系数关系求出.先由约束条件得到 
xy + yz + zx = ^[(x -hy-^z ) 2 - {x 2 + y 2 + z 2 )] = -y, 

因此 o :， y ， 2 是关于未知数 v 的下列三次方程的三个 实根： 

{v - x)(v - y)(v 一 之 )= v 3 - (x + y + z)v 2 + {xy + 2/2 + zx)v - xyz 

o 1 

=v - y v — x v z = 0 - 

根据 §2.11.5 的习题1470,三次方程 v 3 + pv^q = 0 的根全为实数的充要条件是 
q 2 + ^ 0,因此就可从 p = —1/2 和 g = —xyz 得到 





(― ) 2 < I • + = 去， 

两边开平方即可见 II = XJ /2： 的最大值和最小值为土 • □ 

注本题的其他解法还很多，例如从两个约束条件消去 A 这样就减少了用拉格朗 
日乘子法时的变量 个数. 另一个方法是从两个约束条件消去 a y ， 从而将问题转换成为 
关于2的一元函数的 S 值问题.这时需要确定2的变化范围 • 

习题3665求函数 u = -^-4-^- + -^- 的条件极值，若: r 2 + y 2 + 2 ： 2 = 1 ， xcosa + 
y cos 冷 + 2 cos 7 = o (a > 6 > c > 0, cos 2 a + cos 2 0 + cos 2 7 = 1). 


解 根据连续函数在有界闭集上达到最值，可见函数 u 有条件最大值和条件最小 
值，它们同时也是条件极大值和条件极小值. 

这时函数 ( fii ( x ， y ， z ) = rr 2 + j/ 2 + 2 2 — 1 和 ip 2 { x y y , z ) = xcosa 十 ycos /3 十 2： cos 7 

的雅可比矩阵 

( 2 x 2 y 2 z \ 
ycosa cos 0 cos yj 

在满足 < Mx , y , z ) = p 2 (x,2/，2) = 0 的点处满秩（这 甩的 细节请读者补 充). 

作出拉格朗日函数 

L{x,y,z,X, /i) = -^- + — M 工 2 +y 2 + 之 2 — 1) - /i(x cos a 4- 2 / cos /3 -h ^ cos 7 ), 

就可求偏导得到方程组 

L' x = - 2 Xx - /xcosa = 0, 

Ly = ^ - 2 Xy - /xcos^ = 0 ， 

L' z = - 2 Xz - /xcos 7 = 0. 

将这三个方程组合为: r!4 + = 0, 并利用两个约束条件，就得到 u = 这表 

明只要求出乘子X的值就得到所要的极值. 

从方程组14 = % = 14 = 0解出: r，2/，2 并代人第二个 
约束条件中，就得到只含有乘子X的方程 |//| || /|| 

州、 cos 2 a , cos 2 0 , cos 2 7 n // I /I ! / ! 




= 0 . 


一\ 


秦 




以下先处理三个方向余弦 cos a , cos /?, cos 7 都不等于 
0 的情况.这时上述方程中的每一项的图像都是单调递增 
的双曲线，因此利用图像相加方法（见§1.4.3)，就得到附图 


所示的图像，其中三条垂直渐近线是 a : = 


=庐和 


= +. 由此可见，上述方程恰好确定了两个 X 值，记为 
.<^2. 如前所述，它们就是所要求的极小值和极大值. 


习题3665的附图 
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将 F ( X ) = 0的三个分式通分，即可得到关于 X 的两个根的方程为 

叫警 + 字+宇)“(皆 + 夺备 0. 

以下简述在方向余弦 cos a , cos cos 7 中出现0的处理方法.对于方向余弦中只有 
一个为0的情况，例如设 cos 7 = 0, 则可从第一个约束条件中消去 2 得到目标函数为 

u = (含 - -jY +(v - ~¥) y2 + 

约束条件为 rrcosa + ycos 0 = 0. 这与习题3656类似，只是目前还多一个 x 2 + y 2 ^ 1. 
再消去2/就成为0 < d < 1上的一元函数的极值问题. 

对于方向余弦中恰有两个为0的情况，例如设 cosa = cos 0 = O , 则从第二个约束 
条件可见2 = 0,于是问题变为在约束条件 a : 2 + j / 2 = 1下求 U ^ ^的极值.这 

可以参见习题 3657( a ). 口 


习题3666求函数 u =(: r —0 2 +( m) 2 +b - C ) 2 的条件极值，若如 +^ 2 /+ C ^ = 0 

▲ ▲ 


x 2 + y 2 + z 2 = It 


V = 

cos /3 


^9 _ cos 7 


其中 


a + cos 2 0 4- cos 2 7 = 1. 


提示这里只指出对本题的两种理解方法. 

第一种理解是将最后两个条件，即 - J — = = i ， 其中 COS 2 a + cos 2 /? + 

cos a cosp cos 7 

cos 2 7 = 1, 看成为关于 ti = 常数的球心的一个限制，但球心还是固定的.这与 
《习题集》的答案一致. 

第二种理解见问，可供参考，其中认为球心 ( C ，7/， C ) 可以在方向余弦给定且经过原 
点的无限直线上任意选取.引入 

H cos a cos /3 cos 7 ’ 

则目标函数成为: r ， 2 /， AP 的四元函数 

u = R 2 — 2 p(x cos a + ycos /3 - I - z cos7 ) -f p 2 . 

由于对 p 无限制，因此函数 u 不可能有最大值，但可以有最小值. 

将 u 中关于 p 的项配平方得到 

u = R 2 + [p — (x cos a + y cos 0 z cos 7)] 2 — (x cos a + y cos 0 - z cos 7 ) 2 ， 
则在求最小值时可以舍去右边的第二项，即取 p 使其为0,然后只要求 

v = R 2 — (x cos a + j / cos P + z cos 7) 2 

的最小值 .口 


习题3667求函数 u = # + •••+ x $ 的条件极值，若！ + ... + SL = 1 ㈨ > 

ai a n 

0; i = 1 ， 2,… ， n). 

解这时 • • ， x n ) = f + • • • + f 的梯度不会是零.作拉格朗曰函数 

a l a n 

1/(X1 ， ••’ , x„,X) = X? + • • • + X》+ 人 (•^ + • . • + 一 1 )， 

则求偏导就得到方程组 1 n 


= 2灼 + 含 = 0,…， L; n = + 会 = 0. 

然后再联合约束条件即可确定出唯一的驻点.但这里可以不^求出驻点.利用柯西不等 
式（见 §2.7.2 的习题1293及其注)，就有 

于是可见有 

w = re? + …+ 4 彡 —j --- —. 

耳+…+ 1 

又从柯西不等式成立等式的条件知道，当且仅当 X iai =...= X „(2 n 时 U 达到右边的条 
件最小值.由于这也就是条件极小值，因此前面的唯一驻点即是条件极小值点 .口 

注1若本题改为求最值，则只要用柯两不等式即可. 

注2从几何上看，本题即是在 n 维空间中求原点到超平面 f + . • • + t = 1上 
的点的距离（平方）的极值.容易看出，这个距离的最小值就是原$到该超平^的距离， 
但没有最大值. 

n n 

习题 3671在 xf = 1的条件下，求二次型從 = aijXiXj (aij = aji ) 的极值. 

*=i t , j=i 


这时函数的梯度不会是零向最.作拉格朗曰函数 


L = 5 Z CLijXiXj-X^X^-l). 


然后就可求偏异得到方程组 


n 

L， Xi = 2 {^ 2 a ij x j - ^i) = 0 (i = 1 ， ." ， n). 


若用矩阵向量记号，令 A = ( a tJ ) iJ=lr .. tnf x = (A ，… , x n ) T , 则就可以将上述方 
程组写为 

Ax = \x. 

由于约束条件为 || z || = 1，因此从线性代数知识可见，取人为 A 的特征值，取 X 为 
与此特征值对应的单位特征向暈，这就是所求的驻点. 

由于 A 为实对称阵，因此存在 n 个实特征值、 … 4 K . 记 : cW = 
,^ 0 ) T 是与\对应的单位特征向量，则就有 

以 (®⑷）= (x^) T Ax^ = Xi ， 

可见函数 w 在驻点处的取值就等于相应的拉格朗日乘子. 

以下有几种可能性.若 M 例如4为单位矩阵的倍数时就是如此.这时函数 

U 为常值函数，满足约束条件的每一个; C 都是极值点. 

除此之外，则 M 就是最小值， k 就是最大值.它们同时也是极小值和极大值. 




若有介于它们之间的特征值 心 ，即^ 则可以用命题 6.8 中带有约束条 

件的二次型来 证明& 不是极值. 

这时的二次型 （6.8) 是 

f(dx) = 2(dx) r (A — Xi) dx, 

约束条件是 

(a: ⑴ ) r da: = 0. 

由于实对称阵的对应于相异特征值的特征向最相互正交，因此;和都满足 
上述约朿条件，于是当 dx 不是零向童时就得到 

f(x^) = 2(X 1 -K)\\dxr<0 1 

以及 

/(x ⑷ ）= 2(^ —\)||dx|| 2 >0 ， 

可见 f(dx) 在约束条件下为不定号的二次型， 因此& 不是极值 .口 

解 2( 概要）由于实对称阵可以通过正交变换化为对角阵，而正交变换保持向量的 
模长不变，因此不妨设二次型 tx 已经是平方项的代 数和： 

i=l 

n 

且满足 M 彡…彡 k 同时约束条件仍然是 E 4 = i . 由此即可直接导出与解1相同 
的结论 .口 ，=1 


6.7.3 最值问题（习题3650, 3672-3680, 3683-3685) 

习题3650 (惠更斯问题）在 a 和6二正数间插入 n 个数 Xi , X 2, ••- , x n , 使分数 

u = _ x \ x 2 'Xn _ 

(a + Xi)(xi -f x 2 ) ••- {x n + 6) 

的值最大. 


解本题是求最大值问题.由于 U 作为 n 元函数的定义域为 n 维立方体丨 a ，6 j ' 因 
此利用有界闭集 _ h 的连续函数必定有最大值，可见最大值点的存在性是有保证的. 

记最大值点为，: rP), 然后在函数 u 中 固定而 =4⑴ (z = 2,--. ,n), 
则得到以 A e ㈤ 6] 为自变最的一元函数 


ii(xi ， 4 0) , •• - ,xi 0) ) = 


_ X\ _ _ … x n Q) _ 

(a + : TiKa + 4°)) (a4 0) + 4。)）• • • (x?) + 6) ’ 


它必定在 : d =0：^ 时达到最大.由于上式的第一个因子可写为 




而分母前两项的乘积为常数因此当且仅当这两项相等时分母达到最小 ®. 这样就 
得到 

(4 0) ) 2 = a 4 0) ， 

且有 a < erf < a 4 Q) . 用同样的方法可得到 

(4 0) ) 2 = «\-*-,(^ 

且满足 

a ^ ^ < • • • ^ Xn 0) ^ 6. 

由此即可得到比例等式 

H - … -1- 丄 

a —4°)- H . 

将上述比例记为 g ， 可见数组 { a , x ^\4 0) r - ,^ 0) ,6}为公比为 g 的等比 数列. 为求 

1 

可将上述 n + 1个分式相乘，则就可求得 b = 即 g = (|) n+1 ，且同时得到 

Xi 0) = aq { (i = 1,2 ， ." ， n). 

这样就可以求出最大值 


(a + #))(4。) + 4 。))…必 + W)(x 沪 + 6) 

_ 4) … _ 

( 1 + f ) … ( 1 + 蛋 ) (1 + 太 ) 

x n -\ x n 


a(l + 9) n+1 


(ifT 1 


(a n+1 +6 n + x ) w+1 

注若用费马定理计算驻点，则可求出与上述解中相同的点且可 
计算出该点处的黑塞矩阵为负定，因此可知该驻点为极大值点.然而多元函数在有界闭 
集上只有唯一的极大值点时不能推出该点一定是最大值点®，因此这样的解法是不完整 
的.除非能够证明该极大值不小于函数在边界上的所有可能取值，这才能够确定它就是 
最大值.然而，本题在边界上的讨论也不很简单.因此本书采取以上解法. 

惠更斯问题来自于一个有趣的力学问题，见 [33] §8.4 的例 5. 

小结习题3650是最值问题，它与本小节中求极值的其他问题均不相同.如同闭 
区间上的一元函数的最值问题 一样， 若最值在函数定义域的内点处达到，则该点就是极 

①这可从中学数学的基本不等式 W 推出，也就是 n = 2的平均值不等式，其中 a ， 6为非负数， 

当且仅当 a = b 时成立等号. 

® 这是一元函数的最值问题与多元函数的最值问题的一个显著差异.参见 [111 的第二卷200小节的域后 
附注及其中的例子，其中鞍点的存在起了关键作用. 
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值点，但最值也可能在定义域的边界处达到，因此在最值问题中，一般除了研究极值之 
外还需要讨论边界上的函数性态. 

习题3650的上述解法是利用有界闭区域上连续函数必定达到最值，然后求出最值 
点，这是一种常用方法. 

在上页的底注中指出了一元函数和多元函数在最值问题上的差异.这里再补充一 
点，即本节前面列出的命题6.4-6.5都具有局部性质，因此它们至多只能解决驻点在某 
个邻域内具有极值点的特性，但一般并不能推出它们是函数定义域内的最值点，除非同 
时用其他方法证明该函数的最值点必定不在边界上，例如习题3625, 3629等- 
与该底注中指出的多元函数的情况不同，读者可试证以下练习题. 

练习题设/ e C [ a , b ], 且己知吻 e ( a ,6) 为/的唯一•极大值点（极小值点)，则 x 0 
也是/在 ㈨ 上的最大值点（最小值点). 

习题3672若 n > l 及0：彡0,2/彡0,证明不 等式： — ^ 

解按照《习题集》中的提示，只要在 x + y = S ) x ^ 0 i y ^ 0 的条件下求函数 
z = ^( x n + y n ) 的最小值.由于连续函数在有界闭集上必有最小值，因此最小值点的存 
在性是有保证的. 

这时 < p ( x , y ) = x -^ y 的梯度（1， 1) 不是零向最.作拉格朗 H 函数 

L ( x , y , X ) = y ( x n + t / n ) - X(x + y - 5), 

则求偏导后得到方程组 

4 = f 广 1 - X = 0， 

^ = fy n - 1 -X = 0. 

联合约束条件 x + y = S 即可解得 z = y = I . 将目标函数在该点的值 

Kfi )=( ir =^ 

与约束集合的边界点上的函数值 2(5,0) = z (0, S )= ^ S n 作比较，可见= y = I •即 
是最小值点，这时的 

秘 <音，音)=(平 r 

就是要求证的不等式 .口 

注可看出本题的不等式只是 §2.7.3 中的习题1296的结论 （2) 之特例，然而所用 
的证明方法完全不同. 

习题3673证明赫尔德不 等式： 

i=l i=l i=l 

其中 at ^ 0, X * ^ 0, z = 1,2, • • • , n , > 1, = 1. 
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提示本题即是第一册中的命题2.8,在 §2.8.3 中已经给出了两个 证明. 这里可按 

n 

照《习题集》中的提示，即在=>1的约束条件下，求 

*=1 

i=l i=l 

的最小值. 

n n 

另一种对偶方法是在条件= 1下求目标函数 t ； = y , 的最大值. 口 

»=i t=i 

在下一个习题3674中的阿达马不等式是一个著名的基本不等式，它有明显的几何 
意义.与 n = 2,3的熟知情况作类比，可将 n 阶行列式看成为 n 维平行多面体的体积， 
阿达马不等式表明这个体积不会超过同样边长伹各边相互垂直的 n 维长方体的体积. 

阿达马不等式据说己经有上百种的不同证法下面先在解1中给出按照《习题 
集》的提示的证明，然后再给出几个其他证明. 

习题3674 (阿达马不等式）对于 n 阶行列式>1 = \ aij \ } 证明不等式 

^ 2 <n(E4) - 

i=l j=l 


解1按照《习题集》中的提示，在 ri 个约束条件<>$ =氏（纟=1，2,...，幻下， 

求行列式匁 = | aij | 的最大值.由于在此约束条件下的值等于最大值乘以 -1， 因此 
只要将最大值平方就得到的最大值. 

若至少有某一个况= 0,则行列式的第 i 行的元素全为0,此时阿达马不等式的两 
边都等于0,因此其成立是平凡的.以下设所有的 5 i > 0 (i = l ,..., n ). 这时行列式 A 
是 n 2 个变緻$连续函数，而 n 个约束条件给出的是有界闭集，因此最大值存在. 

记 1 Pi = ^ djj (i = 1，…， n ), 则这 n 个函数关于 n 2 个自变最叫 （ i，j = 1，…， n ) 

的 n 行 n 2 列$雅可比矩阵（其中未写出的元素都是 0) 为 

’2a n … 2a in 〉 

2a2i • • • 2a2n 

y 

\ 20ni •••2 a nrxj 

n 

它在满足约束条件 ^ = 父 （i = 1, 2, . • • ， n ) 且 & > 0 (i = 1， • • • ， n ) 时是满秩阵. 

作拉格朗日函 

L = A 

*=i j=i 


则在求偏导后得到方程组 





11T 


§6.7 多元函数的极值（习题 3621-3710) 


= Aij - 27 ^aij = 0 ( i , j = 1，... ， n ), 

其中是行列式中元的代数余 子式. 由此知道使 A 2 达到最大值的行列式乂的每 
一行的元素与其代数余子式成比例. 

由于行列式的每一行与其他行的代数余子式的乘积之和必定为0,因此作为驻点的 
行列式的各行（作为向量）彼此正交.满足这个条件和约束条件的行列式有无穷多个.最 
简单的例子就是对第 i 行取其第 i 个元为 v ^， 而该行的其他元均取0 (i = 1， • • •， n ). 

记行列式火对应的矩阵为 A ， 则>1 = det A . 又将 A 的转置阵记为 A 7 *， 则对于满 
足驻点条件的行列式就有 

n 

A 2 — det (. AA r ) = 

由于最大值点也是极大值点，而满足驻点条件的行 式的平方都等于上述乘积，因此这 
个乘积就是 A 2 的最大值 .口 

解2 [24, 第二章问题 19] 如解1所述，在;=氏〉0 (i = 1， • • • ， n ) 的条件下 

研究 A 2 的最大值. 

将行列式4按照第 i 行展开得到 

A = an An + • •. + ai n Ai n , 

其中 Ay (j = 1, • • • , n ) 是元 ay 的代数余子式 ■ 

对上述展开式右边用柯西不等式（见 §2.7.2 的习题1293及其注）得到 

^ (^il + # + a in)(^il + …+ 4n) 

= 5.(^ + ••• + ^ n ). 

根据柯西不等式成立等式的充分必要条件可知，当且仅当 

aii = … = Q»n 
^il ^in 

时上述不等式成立等号. 

由此可见，若达到最大值，则前述不等式必须成立等号，否则就可以按照上述比 
例相等以及其平方和为氏的条件来修改第 i 行，从而使得更大而引出矛盾.以下同 
解1 •口 

解3丨29, §75] 若有某个次= 0,则阿达马不等式平凡成立.对于所有 Si >0 的情 
况，只需要证明该不等式的一个简化的等价 形式： 在& = 1 (i = 1， • • •， n ) 的条件下 A 2 
的最大值等于 1. 为此只需要将行列式的第 i 行的元换为 aij / Si 即可. 

由于单位矩阵的行列式已符合这个条件，可见达到最大值的 A 2 大于等于 1. 

下面我们来证明，使得 A 2 达到最大值的行列式的各行必定相互正交. 

本解法的关键在于一个简单的几何分析. 

用反证法.例如假设使 A 2 达到最大值的行列式4中的第一行与第二行不正交.将 
它们（作为单位向量看待）分别记为 a 和 6. 如附图所示，在 a 和6张成的平面上，与 a 
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正交的（两个单位向量之一） c 必定可以分解为>^ + / xb ， 即图中的 C = _ + 这 
时有 || OA ?|| = |/ i | > ll&ll = 1. 对于与图中的 c 相反方向的单位向暈也有相同的结论. 

具体来说，设两个不相关的单位向量 || a || 和 || b || 不正交，则标 
貴积 a • 6 = C 满足0 < | C | < 1. 要求确定数人和/ X ，使得向量 

c = Xa + /jb 

满足条件 c T a = 0和 || C || 2 = c T c = 1. 这时第一个条件即是 
入+ 〆 ：= 0,第二个条件即是 X 2 + 2 X/xC + / x 2 = 1. 由此解得 
习题 3674 的附图 = 因此 |川〉 l 

将行列式 A 中的第二行 b 用 c 替换，并将所得的行列式记为则有于 
是 y ) 2 = ^A 2 > A 2 , 这与义 2 达到最大值相矛盾. 

对于满足约束条件且其各行彼此正交的行列式总记其对应的矩阵为则就有 

n 

A 2 = det(AA T ) = JJ = 1. 

可见最大值只能是 1 .口 1=1 

解4 [1， §2.11], [18, 定理 30} 阿达马不等式在本质上与正定对称阵的一个不等式 
等价.现将后者作为引理列出如下 ®. ^ 

引理 设乃 = 是 n 阶正定对称阵，则就有 

现设矩阵>1的每一行都是单位向 fi . 若火= detA = o] 则不必再讨论.否则, 
D = AA r 就是一个正定对称阵，且其对角线上的元素都等于 1. 于是利用上述引理就 
得到所要的阿达马不 等式： 

A 2 = det £> 彡 1. □ 

习题 3675-3680 是求函数在指定区域内的上确界和下确界.若确界能够达到，则就 
是最大值或最小值. 

习题3675求函数 z = x - 2 y - 3的上确界和下确界，若 0< rr < l ，0<2 /彡1, 
0 ^ x -hy ^ 1. 

解1由于函数 z = 2 (: r ， i /) 是有界闭集（见附图的阴影区)，上的 
连续函数，因此存在最大值和最小值. 

由于 z(x y y) 为线性函数，< =1, ^ = -2, 因此它的最值只能在 
边界上达到.又由于定义域是附图所示的闭三角形区域，其边界由三 
条直线段组成， z(x,y) 在每一条直线段上又是线性函数，因此最值又 
在这些直线段的端点处达到. 

于是只要计算出闭三角形定义域的三个顶点处的目标函数的值为 

啦 0) = -3， 2(1,0) =-2, 之(0,1 卜一 5， 

就可以确定 z{x,y) 的最小值为-5,最大值为-2 .口 

0 为不打断这里的讨论，其证明 从略.需要 的读者可参考 [11 的 § 2 .10 或 【18] 的 §2.13. 
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解2由 y >0 和 x 彡1即可有 

2 = x — 2 i / — 3^1 — 3 = 一 2， 

且于 a ： = 1,2/ = 0时达到 2 rnax = — 2. 

又由2/彡 l — x 和 x >0 即可有 

z = x -2 y -3> —2(1 - x ) - 3 = 2 x - 5 ^ -5, 

且于 X = 0,y = I 时达到 Zmin = -5. □ 

习题3676求函数 z = x 2 -^ y 2 - l 2 x + l 6 y 的上确界和下确界，若 rr 2 + y 2 < 25. 

解1根据连续函数在有界闭集上达到最值，本题存在最大 值和最 小值. 

从 < = 2 x - 12 = 0和 < = 2?/ + 16 = 0求出驻点为（6, 一8)，它不在指定的定义域 
内，因此最值只能在定义域的边界 x 2 + y 2 = 25 上 达到. 于是问题归结为一个条件最值 
问题. 

在: r 2 +沪= 25上 < p ( x ， y ) = x ^ y 2 的梯度不会是零向量.作拉格朗日函数 

L ( x , y , 入 ） = 25 - 12 x + 162/ — X ( x 2 + y 2 - 25), 

求偏导得到方程组 

Z 4 = —12 — 2 Xx = 0， Ly = 16 — 2 Xy = 0. 

由此解出 re = 一>|•和 y = 代入约束条件/ +1/ 2 = 25中，得到人=士2,并得到驻 
点（-3, 4) 和（3, - 4). 由于已知存在最人值和最小值，因此这两个驻点分别为最大值点 
和最小 值点. 计算得到 < 一 3,4) = 125和 <3，-4) = 一75,它们分别是所要求的烺人值 
和最小值 .口 

解2将2的表达式改写为 

^ = (x — 6) 2 + (j/ + 8) 2 — 100 ， 

即可以从几何角度将问题转化为在圆 x 2 + y 2 ^ 25内求到 
达点>1(6, - 8) 的距离最大和最小的点（见附图). 

从平面几何知识可见，由于点>1在圆外，只要作出连接 
点 A 和原点 O 的直线，并将它延长与圆周相交，就得到所要 
求的两个点5(—3, 4) 和点 C (3, 一 4). 由于：?否长为5, M 
长为15,因此就得到 

2 max = 15 2 - 100 = 125， 2 min = 5 2 - 100 = -75. □ 

习题3679求函数 tx = x + y + 2 的上确界和下确界，若 P + y 2 彡 2 彡 1. 

解1函数 u ( x ， ％ z ) 的定义域为有界闭集，由于它是线性函数，< = < = < =1， 
因此最值在定义域的边界集上达到. 

这个定义域的边界集由两部分组成，即平面 z = 1上满足 x 2 + 2/ 2 ^1 的点集，记为 
S u 以及满足 X 2 + 2 / 2 彡1的旋转抛物面 z = x 2 + y 2 上的点集， 记为 S 2 . 下面分别求 w 
在&和 S 2 上的最值. 




在&上 w = a ; + 2/+ l , 因此最值只能在&的边界上达到.这时2三1， 
因此如 §6.7.2 的习题3655所示，即可得到 

maxu = \/2 -f- 1, minu = - V^+ 1. 

在 S 2 上 w = a : + y + x 2 + y 2 , 定义域为 x 2 + ?/ 2 < 1. 从 = 1 十 2 :r = 0和 
< = l + 2 y = 0 得到驻点(一+，一计算得到 D = 一|. 

然后再研究于 a : 2 + y 2 = 1上函数 u = rr + y + 1的 最值. 这与前面对于&上的情 
况相同，不必再计算.将这时得到的最值与上述驻点处的 w 值合并，即可得到 

maxw = \/2 + 1, minu = — y. 

最后合并关于 A 和 S 2 的结果，可见函数 u 的最大值为^+1,最小值为 - 1.口 
解 2由条件2 > a : 2 +?/ 2 即可有 

u = a: + 2/ + 2>x + y + :c 2 + 2/ 2 = 卜 + 去 ) 2 + (y++) 2 — + > -1, 


且可见在 x = y = — j 和+时函数 tx 的值达到 tx rain = —士 • 


对于 u==x + 2/ + z 的前两项用柯丙不等式即可有 

u = x + 2/ + 之 < n /2- v / x 2 + 沪 + z < y / 2 z + z ^ %/2 -f 1, 
且可见在 x = 2 / = ^-,z = l 时函数 u 的值达到 u max = N /2 + l . □ 

习题3680 求函数 

u = (x + y + z)e~( x+2t/+3 *> 

在区域 x > 0 ) y > 0 lZ > 0 内的上确界和下确界 • 


解首先看函数 u 是否可能有最值.由于定义域中的点都是内点，因此若有最值点， 
则它就是极值点.根据费马定理，极值点的坐标应当满足下列方 程组： 

< = [1 - (^ + y + ^)le~ (x+2y+3z > = 0, 
u ； = [1-2 (x + 2/ + 2 )] e -( x +2 y + 3^) = Q 

< =[1 - 3(® + y + 之) je 一(工十 2 # 3z ) = 0. 

由于这个方程组显然无解，因此函数 tz 在给定的区域内没有任何驻点，当然也就没有任 
何极值点和最值点.因此本题只可能有上确界和下确界，而没有最大值和最小值. 

由于函数 u 只取正值，而点 ( Xl y , z ) 在所给定的区域内可任意接近原点，从而使得 
♦ y 、 z )>0 任意小，因此 infu = 0. 

再讨论上 确界. 它是否是有限数取决于函数 u 在给定的区域上是否有界•从 
x > 0 ,y > 0 ,z > 0 可见有 

0 < = (x + y - {- z ) e - ( I + 計 2) • e^~ 2z < maxl ^ e ' 4 }, (6.10) 

而右边的最大值只要从（纟 e -7 t = (1 - 即可求得最大值点= 1，最大值为 e - i ， 

因此就可以知道函数 u 存在有限的上确界，且满足 

supu ^ e 一 1 • 



从 （6.10) 中 12 的表达式和 m ^ c ( te _£ ) = ( ie _< )| t = i 又可看出，若取 x = I , y , z 为任 
意小的正数，则 u 的值就可任意接近 e - 1 , 因此得到 supti = e - 1 « 0.368. □ 

习题3683分解给定正数 a 为 n 个正数之积，使它们的倒数之和最小. 

解这就是在条件 a = 和 A > 0 (z = 1, • • • , n ) 之下求函数 w = + 

• • • + 1的最小值.用平均值不等式即可得到 




l :^ n 技…女 = 令 


这样就己经知道所 讨论的 倒数之和的下界为食又从平均值不等式成立等号的充要 
条件知道，当且仅当 X ! =... = x n = ^5时上述下界可以达到，因此就得到最小值 .口 


习题3684分解给定正数 a 为 n 个正数之和，使它们的平方和最小. 


解这就是在条件:^ + ". + :^=(1>0下求以= 4十."+ ：4的最小值.对于这 
个条件最值问题可用柯西不等式（见 §2.7.2 的习题1293及其注）解决.写出不等式 

0 < a 2 = (®l 十…+ x n ) 2 = (1 • XI + • • • + 1 • x n ) 2 

< (l 2 + …+ \ 2 )(x\ + … 4) = n(x? + … 4 )， 

这样就己经得到不等式 

又从柯西不等式成立等号的充要条件知道，当且仅当 ^L = ... = ^l = A 时上述不 
等式成立等号，因此就得到 n 

min(x? + …+ 4) = 誓 . □ 

注上两个习题中的条件最值问题可以用简单的初等不等式解出，这比用拉格朗 
□乘子法要方便得多.下一题也是如此，虽然驻点的计算不难，但如何用微分学方法严 
格证明它就是最小值点却未必容易.因此我们还是用现成的不等式来解它. 


习题3685分解给定正数 a 为 n 个正数之积，使它们的给定正数次幂之和最小. 


解 [5] 这就是在条件 a = Xi …〜和而 > 0 (i = 1,••- , n ) 之下求函数 u = 
+…+ 的最小值，其中 ai (i = 1， •…， n ) 为给定的正幂指数. 

为应用广义的算术平均值-几何平均值不等式（简称为广义平均值不等式，见第一 
册的命题 2.7), 作代换 



(i = 1 ， 


• • • 



则问题转化为在 = 和条件 
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n 


之下求函数 u = y !的最小值•令、 

^ Oti 


V ai j 


(i = 1， 


n 


), 则从 




广义平均值不等式有 


t} 1 … < X\t\ + … + 


且当 h = . . • = 时成立等号，于是就可得到 


化士.(士― •+ 士 )(n 司 


•+a ， 


= (女 + ...+士 )( a ft a 广 )7 

i=l 


+«i 


由于上式右边是一个常数，且可以达到，因此就是所要求的最小值 •口 


6.7.4 应用题 (习题 3686-3710) 

与前面的处理方法类似，在本小节的最值问题中不一定用拉格朗日乘子法求解，而 
是根据计算方便来选取适当的方法. 

习题 3687容积为V的无盖长方浴缸在何种尺寸下有最小的表面积？ 

解 1设浴缸的长、宽、高分别为 x,y，z、 则容积为 xp = 表面积为 5 = xy + 
2yz H- 2zx. 问题是在 V 给定的条件下求 S 的最小值，当然还应满足 x >0,2/ >0,2 >0 
的自然限制.这时梯度 gnidV 不是零向 S： 是明 显的. 作拉格朗日函数 

L = xy + 2yz -f- 2zx - X(xyz - V), 

求偏导得到方程组 

V x = y 2z — Xyz = 0, L r y = x + 2z — \xz = 0， L f z = 2y -\-2x — \xy = 0. 

由此得到 

入=丄+ 2 =丄+ 2 =立+ 1 
z ^ y z + x x 十2/， 

于是可确定: r = y = 2z. 代人约束条件 xyz = V中解出驻点为％ = 2 /o = , 

勿=并求出在驻点处的目标函数值为 S 0 = S(a: 0 ,y 0 ,2 0 ) = 3*5^. 

为证明这个唯一的驻点就是最小值点，只需要证明最小值的存在性. 

约束条件 K 以及 a: > 0,2/ > 0,2〉0确定了第一卦限中的一个无界闭集.现 
在考虑该集合中满足0<3：<足0<2/彡 fl 和的部分，它是一个有界闭集， 
记为 a 因此目标函数 S(o;，y，4 在其上存在最小值.取丑充分大就可以使得上述驻点 

(怎0,2/0,之 0) € fi. 

下面只要证明，当 i? 充分大时， 5(x, y, z) 在满足 a:yz = V 且在上述有界闭集之 
外的部分上的值处处大于 S(x 0i y 0 ,zo) 即可.这时在变量X，％ 2中至少有一个大于 
不妨设为 x>R, 然后用平均值不等式有 



S { x 、 y , z ) > xy + yz zx > x(y + z ) 

^ x - 2 y/yz = 2 x - ^~ > 2 VVR ) 

可见目标函数 S 在之外的取值可以大于任意指定的正数.这样就证明了本题的最小 
值存在.由于本题的约束条件规定的点集没有边界，因此最小值也是极小值，从而 S 在 
唯一的驻点处的值就是最小值 .口 

解2用平均值不等式就有 

S ( a :， y , z ) = xy^r 2 yz + 2 zx = 2^(^ + "^) 

= ^ V 3 r- = 3 
^2 ^/V 

且知道当 x = y = 2 z 时上述不等式成立等号，因此右边的常数就是最小值 .口 

习题3688横截面为半圆形的无盖柱形浴盆，其表面积等于乂在何种尺寸下此盆 
有最大的容积？ 

解设圆柱半径为/?,长为//，则对于浴盆的表面积的约朿条件为 S = n ( R ^ RH ), 
容积为 V = \ kR 2 H . 将约束条件改写为 

S = n ( R 2 + ^ RH +^ RH ), 

就可以用平均值不等式得到 

1/2 = h 2 # = n ^(£) 2 = ^, 

且于 H = 2 R 时成立等号.因此浴盆在取尺寸 H = 2 R = 2 y ® 时达到最大容积 

Vmax = \fS^- ° 

习题3689在球面 : r 2 +2/ 2 +2 2 = 1上求一点，这点到 n 个给定点从(:^，队，々 ） （i = 
1,2,... , n ) 的距离的平方和最小. 

解1从连续函数在有界闭集上达到最值可知本题的最小值存在（且还存在最大 
值). 这时的目标函数为 ti = Er = il (®-^) 2 + (2/ - Vi ) 2 + ( 名一 Zi ) 2 ]. 利用约束条件并舍 
去常数项，就可将问题改为使得 w 达到最小.作出拉格朗 

日函数 

n 

L = -2 ^(xxi -f yyi + zz { ) 4 - \{ x 2 + y 2 + 2 2 — 1). 

求偏导得到方程组 * 

n n n 

L' x = —2 工 i + 2Xx = 0 ， Ly = —2 yi + 2 Xy = 0 ， V z — —2 Zi + 2 \z = 0. 

这里菁 1 一 个特殊情况要讨论，这 ftk 人= 0的可 能性. 从上 1 S 方程组可见，这 
只能发生在= Er = i yi = Er = i ^ = o 时.容易看出，这时原来的目标函数 



以 =n + HUW + W + #) 为常值函数.这表明球面: T 2 十 y 2 + ? = 1上的每—个点 
到这样的 n 点的距离平方和为常数，最大值和最小值相等，不必再 讨论- 

n n n 

Y^yi Yj z ^ 

对于其他情况则可以解出 $ = a = ^ JT^ z = ^ 1 T ' 将它们代人约束条 

件，并记 L 

“[( i » 2 +( i >) 2 +( i » 2 ] T ， 

t=l i=l t=l 

就可解出乘子为 

入1 = N 、 入2 =—见 

由此对应的两个驻点即分别为最小值点和最大值点. 

为了知道在两个乘子中哪一个对应于最小值，可以将 14 = 0,14 = 0和圮= 0分 
別乘以 X ，2/和2并相加，然后就得到原来的目标函数的值为 

n 

u = n — 2入1，2 + y^(^i + 2/? + :?)， 

t=i 

可见在两个乘子中，大于0的^ = AT 对应于最小值，因此所求的最小值点 ( x 0 , yo ,2 o ) 
的坐标表达式为 




!> 


E 


, 2/0 = 


. □ 


解 2( 概要）从目标函数 v 出发，利用柯西不等式以及它成立等号的充分必要条件 
就可以得到与解1相同的结果 .口 

习题3690底面相同的直圆柱体与直 圆锥体 拼接在一起构成一个物体，其总表面 
积 Q 取给定值.为了使此物体的体积最大，求相应尺寸 大小. 

解如附图所示，图中所示的阴影区由一个矩形及其上的等腰三角形拼接而成，将 
此区域围绕中间的竖直线旋转，就可得到题中所说的物体. 

物体的尺寸由直圆柱体的半径 ii 、 髙//和圆锥体的母线与底 I 

面的夹角0所确定.由此即可写出全表面积给定的约束条件是 

2nRH + kR 2 -f nR 2 sec 0 = Q, ^ 丨 

而目标函数（即体积）的表达式为 丨 H 

V = nR 2 H^r 4-R 3 tan0. 1 

O I 

此外，三个变貴/?，丑 ,0 还应满足由问题引入的自然限制条件. ： 


彡0， //彡0， 0^9 <^. 


习题3690的附图1 


注意： 从具体问题来说，考虑圆柱体的半径 ii = 0 是荒谬的.然而将 i ? = 0 加入后 
可使得定义域为闭集，这对于数学上应用有界闭集的有关定理是必要的.同样，在下面 


的区域 D 中包含了 0 = tc /2 的情况，这时恰好 i ? = 0,因此将它包括在内也是适宜的 
本题是有一个等式约束条件和三个不等式约束条件的最值 
问题.若用拉格朗日乘子法计算其驻点，则计算并无困难，问题 R \ 

在于如何严格判定它就是最大值点 • 因此我们在下面釆取消去变 

& H 的方法. 圓斷 

从约束条件解出丑，并利用 h ^ o 的限制，就可得到变量 
和沒所满足的条件为 ° I 6 


g (9) = 


7C(1 + COS0) 


，。彡 0彡号. 


习题 3690 的附图 2 


在附阁2中的阴影区是满足上述条件的点 (0,/ i ) 全体所成的点集.它是一个有界闭区 
域，记为 Q . 相应地在前述的体积表达式中消去//,就得到 

V =^ QR -^ KR 3 m , 

其中 /⑹ = 3 + 3 sec 0 — 2 tan 0. 

这样就将条件最值问题归结为一个无条件最值问题.根据连续函数在有界闭集上 
达到最值可知体积 v 有最大值.其最小 值显然 在区域 n 的边界 fl = o 上达到为 0. 

先计算在附图所示的区域 n 内的驻点.将 v 求偏导得到方程组 

% = —+故 3 /’(0) = 一如 H 3 sec 2 沒 (sin 9— 音 )=0 ， 

K = lQ - \ nR 2 f {6) = 0. 


由此解得驻点的坐标为 


do = arcsin 


仇=\/^ 7 ^ 


从0 < /Zo < MW 可见该驻点为区域的内点，并可以计算得到在该点的休积为 

V 。= m ,« o ) = 导磬 • -^=. 

3 V7C sjz'yjl 

由于只有上述一个驻点，为了证明这就是所求的最大值点，利用最大值的存在性，只需 
要证明％大于体积 V 在 f ] 的边界上的取值即可. 

对 n 的三段边界需分别讨论. 

(1) 如前所述，在/? = 0处体积显然为 0. 

(2) 在边界尺= W 0) 上，原问题中的圆柱体的高 // = 0 ,因此即是在圆锥体的全表 
面积等于 Q 的条件下求其体积的最大值.这就是在约束条件 7 ii 2 2 (l + sec 2 0) = Q 下求 
V = fR 3 t a nO 的最大值.利用平均值不等式，这个条件最值问题可求解如下.利用 

Q = nR 2 h - nR 2 + nR 2 tan 2 0 
彡 3^/ tc 3 /? 6 tan 2 0, 


并当左边三项相等（即 0 = 45°) 时上述不等式成立等号，从而可求出体积的最大值为 
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Vl = JL.(Q^y = 0^..^ 

1 3 \37cJ 3y/n 3v/3 

它显然小于前述的 

(3) 最后考虑边界 0 = 0, 即原问题中只考虑圆柱体的全面积为 Q 的条件下求其体 
积的最大值.这就是要在区间/ = [0, 上求 V = ^ RQ - nl ^ 的最 大值. 将这个 

表达式对 ii 求导得到在区间 J 内的唯一驻点为丑 2 = 且有 

由于 V 在区间7的两端都等 P 0 (在右端点处即是 i / = 0)，可见 v 2 即是在这个区间上 
的最大值.从表达式可见它显然小于％. 

综合以上可见本题所求的条件最大值的答案为 V 0 . 口 

注由于表面积给定的几何体中，球的体积最大，可见 V 0 > ^ > K 确实具有“合 
理性”，因为在几何上可以想象，圆柱体上加一个圆锥体有可能比圆柱体更接近于球形, 
而圆锥体则在三种几何体中与球形差别最大. 

习题3691 一长方体的 i ： 下两底均为 
正方形，分别与具有同样的正方形底面的 
两个相同的正四角锥体拼接在一起构成一 
个物体，其体积 V 取给定值.当四角锥的侧 
面对它们的底成怎样的倾角时，该物体的 
总表面积最小？ 

解由于本题的解法与习题 3690 其为 
相似，以下只写出主要步骤和结果. 

如附图1所示，长方体的上下底为边长 a 的正方形，髙为/ I ，正四角锥的侧面与底面 
的倾角为 0. 

这时的约束条件为 

V = a 2 h 4- -g-a 3 tan0, 

目标函数为 

S = 4ah -f- 2a 2 sec 9. 

由于问题的自然限制，除了上述体积为 V 的等式约束之外，还要满足不等式 a >0, 
和从等式约束解出/ I ，就得到只含两个自变量 a 和0的无条件最值 
问题.这时的目标函数为 

5= 乎 + 2a 2 sec0(l - 吾 sin0 )， 

其定义域为附图2中的阴影区（作图时取 K = 1), 即 

Q = {(0 ， a) |0^e< (3l^cot0) T }, 







§6.7 多元函数的极值 (^^.3621-3710) 
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其中的曲线边界即对应于高 /1-0. 

与习题3690不同的是区域 n 无界，且不含 a = 0这一段边界.为了证明 S 在此区 
域上有最小值，先在区域 D 中任取一点凡，计算出 S ( P 0 ), 然后从 S 的表达式看出有 
5 > 和 S 因此即可找到0 < m < M ， 使得当0 < a < m 或者 a > M 时必 

定有 S 〉 5( P 0 ). ¥是如附图2所示，函数 S 在水平直线 a = m 和 a = M 所夹的区域 
n 的有界闭子集上必定达到最小值. 

以下只要求 s 的驻点和它在边界上的最小值. 


从 S' a = 0和 S ， 0 = 0 即可解得唯一驻点为 

2 


Go = arcsin 


y 


ao 


= V ^ 




A 


这时的髙和全表面积为 

h 0 = -i=-ao, S 0 = 2\/^5V^ « 5.440K 

可以证明 S 0 即是 S 在 n 上的最小值 ，而外 就是题中所要求的倾角.为此只要分别 
计算 S 在边界 6 = 0 和曲线边界（即 h = 0) 上的最小值. 

对于0 = 0,原问题变为在长方体体积 V = a 2 /i 给定时使其表面积 S = 4 ah + 2 a 2 
最小. 用平均值不等式即可解得 a = h = V ^, 即正方体，也就是正六面体，其表面积为 

Si =6V^. 


用平均值不 


对于 ft = 0,即两个正四角锥拼成的物体，这时有 S = 2如 L 
等式即可求出其全表面积的最小值为 

S 2 = « 5.719 V 3. 

比较 So ，^ 和的可见 S 0 为最小值.附图1即是按照 S = S Q 时的尺寸作出的示意 
图，而在附图2中取 V = 1作出了实现这三个不同的总表面积值的点（0， a ). □ 


注与习题3690类似，与球形接近的物体在体积相同情况下具有较小的表面积. 

可以证明，上述解中的 S 2 就是体积为 V 的正八面体的表面积. 从灸 < & < S 2 可以想 

到，体积为 V 的球的面积会更小.实际上，可计算出这个球面积为 

^ — 2_ : L 

5 3 = ^367^^3 « 4.8361^3 < 5 0 . 


习题3693将周长为 2 P 的三角形绕其一边旋转，三角形所扫过的区域构成一旋转 
体，求使该旋转体体积最大的那个三角形. 

解1设三角形边长为 a , 6, c , 绕边 a 旋转.又设边 a 上的 髙为 h , 则三角形面积为 

S = Y ah = Vp(p- a ){p~ b ){p - c). 

由此可写出作为目标函数的旋转体体积的表达式为 

v ^ JL a h 2 = - a )( p — -。) 

3 3 a 

在约束条件 (Z + 6 + c = 2 p 下，由 （p - 6) + (p - c ) = a 出发可用平均值不等式得到 

(p - b)(p - c ) 彡夸， 
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且当 b = C = p - f 时成立等号.然后如下接连用平均值不等式得到 

v= 471 p ( p - g )( p - fc )( p - c ) ^ 47 C . p { p - o )_ . ai = . a ( p _ a ) 

— 3 a "^3 a 4 3 

.如 2 十， 

且知道当 a =|-,6 = c = p --| = -| p 时上述两个不 等号彡 都成为等号，从而体积达 
到右边的常数给出的最大值 .口 

解2如附图所示，以阴影区表示的三角形三 
边长 a ,6， c , 绕边 a 旋转，则所成的旋转体体积为 
V = ^ah 2 . 

当 a 固定时， 6 + c = 2 p - a 为定值，因此顶点 
4的轨迹是以顶点 B 和 C 为焦点的楠圆曲线.显 
然当 6 = c = p - f 时/ I 达到最大值.因此对每个 

a € (0， p )， 有不等式 习题3693的附图 

以 H (广 号) 2 - ⑷ 2 ] = f a (")， 

以下与解1相同，从略 .口 

习题3694 3698都是讨论嵌入到某个儿何体内的长方体的最值问题，由于其目标函 
数和约束条件比较简单，都可以用平均值不等式等初等方法求解.下面只对其中以表面 
积为3标函数的一题作介绍. 

习题3697直圆锥的母线；与底面成倾角 a ， 试在此直圆锥中作出具有最大全表面 
积的内接长方体. 

解如附图所示，设直圆锥的中心轴为02轴，底圆的 
中心为原点0,则可将圆锥的高和底圆半径表示为 

h = Isin a, R = Icosa. 

设内接长方体（图中未画出）的各边与坐标轴平行，在第一 
卦限的圆锥表面处的长方体顶点的坐标为 ( x y y , z ), 则约束 
条件为 

h). 

目标函数为长方体的全表面积 

S = 8 x 7 / + 4 (x + y ) z . 

对上式的第一项中的 X 2 /用平均值不等式，对第二项中的 （: r + y ) 用柯西不等式，就 

有 _ 

S ( 4( x 2 十 y 2 ) + 4\/2 • y / x 2 + y 2 z , 

还知道当且仅当 x = y 时成立等号. 
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从约束条件得到 s / x ^ T 7 = r ( i - f ), 将它代人上述不等式中，就将问题转化 
为区间0 < 2 < / I 上求一元二次函数 


的最大值问题. 

上式右边是 2 的二次函数.通过计算可知当 | = tana 彡 W 时， S ( z ) 在区间 

[0, h ] 上严格单调递减，因此表面积于2 = 0达到最大值 5(0) = 4 R 2 . 

当 tarm > W 时，可计算出使得 S ( z ) 达到最大值的髙度 z 应取为 

Zo= h^_V2R th= J a jL Q-v^ , lsina 
2/i _ \1R 2 tan oc — y/2 

此时长方体的上下底为正方形，其边长为 


2 x 0 = 2 y 0 = 


hR 


_ y /2 z 0 


y/2h - R tan a — ， 


而所达到的全表面积最大值为 

5 ( 2 0 )= 


2h 2 R 


2Z 2 sin 2 


□ 


>/2h-R V2U 

注在本题的答案中，当倾角 a < arctanv ^»54.7° 时，具有最大全表面积的内接 
长方体是高度2 = 0的退化长方体.这个结论类似于 §2.13 的习题1566,其中内接于三 


角形的矩形中具有最人周长的是宽度为0的退化矩形. 


习题3699求点 Mo ( xo ,2/ o ,^ o ) 至平面 Ax + By^Cz + D = 0 上的点的最短距离. 

分析从条件极值角度看，这就是在约束条件 Ax -^ By -{- Cz^D = 0 下求距离平 
方① d 2 = ( x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 - hiz - zo ) 2 的最 小值. 可以直接证明这个最小值存在，且 
有唯一的最小值点.为此只要利用不全为0,例如设0 0,则可从约朿条件解 
出 A 代人 u 中，从而将问题归 结为一 个二元二次多项式的无条件最小值问题.利用这 
时的黑塞矩阵正定，即可肯定最小值存在，且最小值点唯一（参见 §6.7.1 的习题3624的 
注).在这之后可以用拉格朗日乘子法，也可以用以下的向量方法求解 .口 


下面仿照平面上点与直线之间距离的向量计算方法给出本题的一个解法. 


解附图中给出了用向量的标量积计算坐标面 a :0 i / 
上的原点到一直线的距离的方法. 

设 n 是与该直线垂直的单位向量，若直线的方程为 
At + By + C = 0,贝 IJ 

n = ±( / A i + 丁# j) i 
V VA 2 -f B 2 VA 2 -hB 2 y 

从原点到直线上点 P (: c ， y ) 的径向量为 # = 2 ：i + yj •，两 

个向量间的夹角为0，于是原点到直线的最短距离就是 



①在选择目标函数时，用距离平方 d 2 要比距离 d = y/(x - x 0 )2 十 （y - yo )2 + (z - zo) 2 方便得多. 
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d =| n ■邡卜 , 遇. 

1 1 VA 2 + B 2 VA 2 + B 2 

仿照以上方法，在三维空间中取 n 为平面 Ax - hBy-hCz + D = 0 的单位法向量 

将点 M 0 ( x 0 l yo ,^ o ) 到平面上点尸= ( x , y , z ) 的径向量 ifi 为 M 0 A 则有 

勿 A B _ C \ 

_ V + B 2 + C7 2 1 vM 2 +S 2 + C 2 , v^4 2 + B 2 十 C 2_ 人 

M 0 ^ = { x - x 0) y - yo , z - zo ). 

于是就可计算出点 Mo 到平面的最短距离为 

J , \ A{x - x 0 ) + B(y - yo ) + C(z - ^ 0 )| 

d=|n，A ^ l= v /# + 驴十 C2 - 

— \Axp + Byp 4- Czq -f D\ 门 
= y / A 2 + 丑 2 + ^' 


习题 3700 求空间二直线 

x- X\ _ 2/ - 1/1 = z - Zi X - X2 _ y - 2/2 = z - Z2 

Till Til Pi ’ m2 Tl2 P2 

之间的最短距离. 

分析显然只需考虑两条给定的直线为界面直线的情况. 

在两条直线上各取一点，以它们之间的距离（平方）为目标 
函数，则用分析方法即可证明存在唯一的最小值点，其最小值即 
定义为异面直线之间的距离.由于用拉格朗曰乘子法涉及的计算 
较为繁复，下面采用空间向量的向量积和混合积来求出上述最短 
距离 • 0 

解 1如附图所示，设两条异面直线 h 和 f 2 的最短距离为 ^^3700 

直线段 p , p 2 的长度，其中点 A e L p 2 d 2 - 

引入向量 W 、 直线 h 的方向向 fiq = 和直线 f 2 的方向向 ffi 

r 2 = ( m 2 , n 2 , p2 ), 则它们的混合积的绝对值就是图中用阴影区表示的平行六面体的体 
积.由于向量积 U x T 2 的模长就是上述平行六面体的底面面积，而实现最小距离的向 
量@与 Tl 和 T 2 分别正交，因此将平行六面体的体积除以底面面积就得到最小距离 

雨 II . 

留下的问题是如何求出点八和巧.我们即将看到，为了求出最短距离完全没有必 
要去计算它们的坐标. 

题设条件给出了 “上的点 Qi = 和 i 2 上的点 Q 2 = ( x 2 ， y 2 ,2 2 ). 利用 

_ P1P2 = PlQl - i - Q \ Q 2 - t - Q2P2 , 

而向量 P \ Q \ 平行于 Th Q2P2 f 行于 T 2, 因此在混合积的计算时就有 

{PiPLti,T 2 ) = (QlQ2,Ti,T 2 ), 

从而得到所要求的两直线间的最短距离为 

_ \( Q ^ 2 , T U T 2 )\ 

— ||ti X T 2 || ’ 





多元函数的极值（习题 3621-3710) 


其中 QlQ 2 = ( 工 1 - X 2, yi - V 2, Zi - Z 2 ), T ! = { m U Tl U J ) l ) 和 T 2 = (爪2，叱，仍） 都由题 
设条件直接提供 .口 

解2用立体几何和向量代数知识也可如下求解 • 

先过点作平行于直线 i 2 的直线，它与直线“张成一个平面，记为 n . 该平面的 
法向量为 n x r 2 . 然后求经过点的直线 z 2 到平面 n 的 距离. 由于该直线平行于平 
面 n , 因此这个距离就等于向量 QiQ \ 在平面 n 的单位法向量 n 上的投影，即它们的标 
量积.当然还需要取其绝对值.这样就得到与前面相同的答案： 

d=\Q ^ 2 n\ = \o^- ":; 為 |. 口 

习题 3702求有心二次曲线乂3： 2 + 2召0： 2 / + (72/ 2 = 1的半轴. 


提示对于椭圆的情况见 §4.5 的习题2406的解9 •口 

习 ® 3705求平面 xcosa + ycos 卢 + 2 COS 7 = 0( 其中 cos 2 a + cos 2 0 + cos 2 7 = 1) 
与椭球 

相交所成截面的面积. 


解1由解析几何知道，本题的截面是中心在原点的椭圆，只要求出其长短半轴即 
可得到椭岡的面积.利用椭圆边界上到中心距离的最大值和最小值就是半长轴和短半 
轴，因此可以将本题归结为一个条件最值问题，即求截面边界上的点到原点距离平方的 
最值.这时的最值存在性是有保证的. 

为简明起见将方向余弦改记为 Z ， m ， n ， 满足 Z 2 + m 2 +n 2 = 1. 两个约束条件为： 

4- -p- + = 1, ix 4- my + nz = 0. 

目标函数是 tx = x 2 4- t / 2 + z 2 . 写出由函数 pi ( a ：, 2 /， 2 ) = + + 一 1 和 

= lx-h mx - f - nz 的偏导数构成的雅可比矩阵： 

/ x y z \ 


若在满足约束条件的某个点（吻，奶,勿）处此矩阵不满秩，则矩阵的两行线性相关.由于 
( Z ， m ， n ) 为单位向萤，因此存在 fc ， 使得 

-p- = kl, = km, ^ = kn. 

然后将这三个表达式分别乘以 x 0 ， y 0 ， z 0 并相加得到 

+ -p- = k(lx 0 + my 0 4- nzo). 

这时上式左边等于1，右 Si 等于0,引出矛盾.这表明雅可比矩阵满秩的条件成立. 

作拉格朗日函数 


132 


第六章多元函数货分学 


L = ： r 2 十 2/ 2 + 2 2 — A.^-^2 - + ^2" + 吾- 1) 一 fi(lx + my nz) , 

则在求偏导后得到方程组 

i; = 2or- 入与 一 M i = 0 ， L , =2y-A-iim = Q, L ； = 2z - X% -/xn = 0. 

Or 0 CT 

在组合 rrLi + 2/ L ^ + zl/ z = 0 中利用两个约束条件，就得到 

入= x 2 + 2/ 2 + z 2 . 

由此可见，本题只要求出乘子 X 的最大值和最小值的乘积，并不需要求出 驻点. 为此设 
法消去 a :, 2/，2和乘子 m 如下 • 

将 14 = % = L ' z = 0和约束 Zrr + my 十 n 2 = 0看成为四个未知数的齐次 
线性代数方程组，则由于它有非零解，从而其系数行列式为0,略加整理后即得到 

1 -吾 0 

° 1 -吾 

0 0 

I m 

按第一行或第一列展开，利用 Z 2 + m 2 + n 2 == 1，即可得到关于乘子 X 的二次方程 

r 2 + m^y- [ 雙 + ⑴ = o. 

将乘子的最大值和最小值分别£为 h 和 x 2 , 则它们的乘积就是上述二次方程的首项系 
数的倒数，因此所求的椭圆截面面积为 

S = 71x^2 =…… • □ 

y/a^t 2 4- 6 2 m 2 + c^n 2 

注在此解法中利用乘子 X 等于驻点到原点距离的平方，只关心求出该乘子的值. 
由问题的几何意义可见，当截面为圆时，最大值等于最小值，圆周上的点都是最值点，而 
对于非圆的情况，最小值点和最大值点也各有两个.然而这些多值可能性不影响拉格朗 
日乘子法的应用. 

解 2 (投影法） 从平面方程 lx ^ my-^nz = 0 (其中 Z ， m ， n 为平面法方向的方向余 
弦）和楠球面方程 f + & + # = 1消去 A 得到 





§6.7 多元函数的极值（习題 3621-3710) 
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然后再除以方向余弦 n 就得到截面上的椭圆面积为 © 



习题3706根据费马原理，光在最短时间内从一点传播至另一点. 

假定这两点位于交界面为平面的不同的光介质中，并且光的传播速度在第一种介 
质中等于而在第二种介质中等于 W ， 试推出光的折射定律. 


解本题是一个典型的一元函数最值问题，没有必要化为条件最值问题求解. 


如附图所示，设有一束光线从点 A (0， yi ) 
(yi > 0 ) 出发经过界面 y = 0 到达点 B ( x 2 y y 2 ) 

( 工 2 > 0,y 2 < 0). 

设光在介质1 (y > 0) 和介质2 (2 / < 0) 中的 
速度分别为外和的.以下将光束与界面交点的横 
坐标 x 取为自变屋:，计算光束从>1到 B 所用时间， 
它是: c 的函数.然后求其最小值，即可推出在最小 
值点处的入射角和折射角满足折射 定律： 

sin a _ 
sin/J 一 ”2 

其中 a 和卢分别是入射角和折射角. 




取定 X ，可以看出所用时间为 

t(x)= V x2 Vl , \/( 工 2 — X)2 + y \ 

v ； Vl v 2 

对: T 求导得到 


«’(X) = 


一工 2 


^1 \A 2 +I/? v 2 y/(x 2 -x ) 2 -^y^' 

要从方程 ^( x ) = 0 解出驻点是不方便的，然而这对子本题的目的来说根本是不必要的. 

t 先看出 t !{ x ) 在区间[0 ? x 2 ] 两端反号: f '(0) < 0, f ( x 2 ) 〉0,因此从零点存在定理 
知道存在 C € (0,巧)，使得 = 0. 

写出入射角与折射角的正弦表 达式： 


就可以看出有 


V ^ 2 + v \ 


^(0 = 0 


0 = 




\/(^2 - 0 2 + vl 


Vl 


smp 

V 2 


= 0 . 


①利用后面 §8. 4 中的曲面面积公式就可 推出： 平面& + my + n2 = 0上的可积图形的面积乘以方向余 
弦 n = cos 7 就得到该图形在坐标面 xOy 上投影图形的 面积. 
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这己经证明了光线在驻点处满足折射定律. 

为了证明这个驻点就是最小值点，可以将 t \ x ) 再 求导一 次得到 


Vx 2 - 


rr 


t "( x ) = 


V x2 ^vi 


V (®2 - X) 2 + 2/2 — 


(x - x 2 y 


v( x 2 一工 ) 2 + 


^1 




V 2 


yi 




y \ 


( x 2 - x ) 2 + y \ 

>0， 


( X 2 +1/?) 3/2 ^2 (( x 2 - X ) H ) 3/2 

可见 t ( rc ) 是严格下凸函数（见 §2.8.3 的命题 2.5). 再利用 f '(0) < 0和 t r { x 2 ) > 0就可见 
t ( x ) 先严格单调减少再严格单调增加，因此其唯一的驻点就是最小值点 .口 

注为什么光束满足折射定律？难道光线知道走最快的路线？对此有兴趣的读者 
可以看著名的科普读物 [3 j 对此的解释和诺贝尔物理奖获得者费曼在丨 12] 中的观点. 


习题3707 一 折射棱镜的折射角为《，折射率为 
n . 光线以怎样的入射角射向此棱镜侧面，其偏向角 
(即入射线与出射线之间的角）最小？求此最小偏向角. 


解如附图下方所示，入射光线^的入射角为;0， 
出射光线的出射角为 7 ,根据折射定律有 


sin /3 

^X = n ， 


sin 7 
sin^ 



n . 


利用九+ # = «，就得到偏向角 


(J = (^ - X) + (7 - /x) = )9 + 7 - a. 
由此可见 5 为的一元函数. 



以下只考虑自变量卢的允许范围为[0°,90°]的情况①. 
由以上关系式即可得到函数 JG 9) 的显表达式为 

6{0) = 0 + arcsin ( nsin / z ) — a 


=0 + arcsin[n sin(a — A ,)] — o 
=^ + arcsin {nsin [a — arcsin (•^ sin 卢)] } 一 a , 
它在区间 [0, f ] 上有圾小值.将上式对 0 求导得到 


m = 


\/l — n 2 sin 2 /i 


• n cos/x - 


(- 



cos p cos /? 
cos 7 cos 入 


十 々 



® 由于折射率 n > 1，在出射点处的入射角 M 不能大于临界角 arcsin i , 由此可见棱镜的折射角 o 也不 

n 

能大于临界角 • 若取玻璃的折射率为1.5,则 a < arcsin I * » 41.810°. 在附图中的梭镜取 a = 30°, h 的入 
射角卢也取为 30°. 在附图上方所取的入射光线 Z 2 和出射光线 c 2 则是本题的最优解，这时= 7,使得偏差 
魚 S 达到垴小. 






多元函数的极值（习題3621- 3710) 


从 S f (0) = 1 - CQ y .---..- < 0和 6\%/2) 

上取到最小值，从而最小值点必定是驻点. 

从 5\ P ) = 0得到的下列关系式 

COS COS )0 


< 0和 6'(%/2) = 1 >0可见函数 6(0 ) 不会在区间端点 


出发，并利用折射定律提供的 


sin/i 


= n ， 


即可得到 

cos 2 0 _ CQS 2 X. _ n 2 cos 2 X _ n 2 - n 2 sin 2 7 _ n 2 - sin 2 ^ 
cos 2 7 cos 2 /i n 2 cos 2 /i n 2 - n 2 sin 2 /x n 2 - sin 2 7 
_ (n 2 - sin 2 0) -h cos 2 0 

(n 2 — sin 2 7) + cos 2 7 ， 

其中最后一步利用了 n 时该分数也等于 

由此可见有= 7 ，人 =/X = | a . 于是得到唯一的驻点为 

00 = arcsin (n sin 号)， 

它就是要求的最小值点.同时可得到入射角为汍时的最小偏差角为 

占09。) = 2arcsin (nsin 号 )— o：. □ 

注1本题若用拉格朗曰乘子法则也可以得到相同的驻点，然而如何证明该驻点就 
是最小值点则不如研究有界闭区间上的一元函数方便.此外，对于棱镜的折射角大于临 
界角的情况也可以作类似的讨论，只是这时的入射角卢的允许范围要变小.然而若折射 
角大于临界角加上90°,则入射光线不可能穿透棱镜，求最小偏差角问题没有意义. 

注2在 [16] 的第二卷第二册的 §41-1 的例3中，将本题的结论用于测定棱镜材料 
对空气的折射率，即有 

sinA±« 


其中利用了当光线对称地通过棱镜（即^ = 7 )时恰好使得偏差角达到极小，测量出此 
时的偏差角 ( J ， 就可以计算出折射率 n . 


习题3708 (最小二乘法）变 fi a : 和2/满 
足系数待定的线性方程 

y = ax ^ b . 

经过一系列精度相同的测暈，对于量 a : 和 y 得 
到值: Ei ，2 /i (2 = 1,2,--. , n ). 利用最小二乘法， 
求系数 a 和6的最可靠数值. 




习題3708的附图 


注根据最小二乘法的思想，系数 a 和6的最可靠数值所对应的误差的平方和 
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史△卜史 (叫+ 6一讲) 2 

<=1 t=l 

为最小.这可以按照二元函数的无条件最值问题求解.在中学数学的现行髙中必修教材 
中已经详细介绍了这个方法（也称为最小平方法)，将所得的 2 / == ao : + 6称为线性回归方 
程，将其图像称为回归直线.本书从略.这方面值得推荐阅读的一篇论文 见数学译林的 
第一卷 (1982) 第4期 336-346 页，其中将最小二乘法在近代统计分析中的作用比喻为 
汽车在现代社会中的作用. 


习题3709在平面上给定 n 个点脉(叫,讲 ) (i = l ,2，."， n ). 直线 

x cos a + ysina — p = 0 
在怎样的位置时，这些点与此直线的偏差的平方和 最小？ 

解（概要）本题虽然在表面上与上一题类似，但却有新的特点. 

由于点 Mi ( x iy yi ) 到直线的距离为 \xi cosa + 2 / tSinQ - p |, 因此目标函数就是 

n 

D = y^(xj cos a + yi sin a — p ) 2 . 
i=l 

于是问题成为在区域 p ^ 0, 0 ^ a ^ 2 k 上的二元函数的最小值问题.这虽然是无界区 
域，但由于 D 关于 p 是以 np 2 为二次项的二次多项式，不难证明最小值存在.求偏抒并 
令= 0,乃“ = 0,则后者为 

n 

D’ p = —2 cos a - f - y » sin a — p ) 

i=l 

n n 

= 2 np — 2 cos a ^ x » - 2 sin a ^ = 0. 

i=l <=1 

若引入记号 

i=l i=l 

即在点 Mi (i = 1， …， n ) 处放置有单位质量的质点系的质心，则方程％ = 0即可写为 

x cos a + ysina = p . 

这表明所求直线必定通过质心，因此只需要考虑通过质心 ㈤ ，刃的所有直线. 

然后若引入 u i = x i - x , v i = y i - y ( i = lr -. n ), 则目标函数简化为一元函数 

n 

D = 5^( 奴 i cos a sin or ) 2 , 

以下从略 .口 l_1 

注本题的答案中有一个特殊情况，这时经过点 ( x , y ) 的每一条直线都是达到最小 
值的直线. 一 个简单例子就是给定下列四 个点： 

M “ l ， l )， M 2 ( l ， 一 1)， M 3 (- l , l ), A / 4 (- l ，- l ). 

不难直接验证它们到经过原点的每一条直线的距离平方和同时达到最小值 4. 




§6.7 多元函数的极值（习題 3621-3710) 
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习题3710在区间 [1,3] 内用线性函数 + 6 来近似地代替 x 2 , 使得绝对偏差 

△ = sup \ x 2 — (ax + 6)| (1 ^ a : ^ 3) 

最小 • 

解（概要）本题的性质属于 §2.11.4 的偏差计算.如 
该处的习题1460及其注和附图所示，就可以知道本题的 
答案是什么.具体计算如下. 

如附图所示，先求出连接抛物线段 y = x 2 (x e 
[1,3]) 两端的直线，方程为2/ = 4 x - 3. 然后作出具有相 
同斜率并与抛物线相切的直线2 / = 4 x - 4,在图 h 均用 
虚直线表出.然后取这两条平行线段的中线，在附图中 
用细茛线表示，它就是最佳逼近区间 [1,3] 上的抛物线段 
y = o : 2 的直线段.其方程为 y = - |•口 

注所得到的直线 y = 4 a : - | 在11， 3 j 上与抛物线段 y =： a ; 2 在 rr = 1，2,3处有三 
个正负相间的等值偏差点，因此如切比雪夫定理 (§2.11.6 中的命题 2.11) 所示，它就是 
最佳一致逼近的线性函数.最小的绝对偏差是 



6.7.5 补注 

在这个补注中将证明 §6.7.2 中的命题 6.6 6.8,并补充判定线性约朿下的二次型为 
正定的命题 6.9. 为阅读方便起见，将复述命题的内容. 


命题 6.6 (单个约束条件下的拉格朗日乘子法）设函数 /0 c ，2/) 和 ^ p ( x ， y ) 在区域 
D C K 2 内连续可微.若点 ( a , b ) eD 是满足约束条件 ^( x ,2/) = 0 下的目标函数 f ( x ， y ) 
的条件极值点或条件最值点，且梯度向 M gradp = ( ip x , cp y ) 在点 ( a ,6) 处不是零向蜇， 
则存在使得在 a , 6,、处，拉格朗日函数 

L ( x , y , X ) = f { x , y ) - hp ( x , y ) 

的偏导数均等于0: 

L ；( a ,6^) = 0, L ；( a , 仏）= 0，处，&， Xo ) = 0. 

证用消去法. 

利用梯度 grad 外 i ， b ) 不是零向量的条件，不妨设 (^( d ，&) #0. 按照隐函数存在 
定理，在点 （ a ，6) 的一个邻域内存在唯一的连续可微函数 = 满足 y ( a ) = 6和 
^,2/ Cx )) =0. 由于在这个邻域内约束条件 ^( x , y ) = 0与 2 / = 2/(: r ) 等价，从而只要考 
虑复合函数 /( a :， y ( rr )) 的极值（或最值）问题.这样就消去了变 fiy . 

将恒等式 ^ y ( x )) 三0对 a : 求导得到 

^ + ^'yV' = 0 - ( 6 . 11 ) 

隐函数存在定理 表明： 点 a 是隐函数 y ( x ) 的定义域的内点，因此从点 （ a ,6) 为 
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f ( x ， y ) 的条件极值点或条件最值点就可以推出 x = a 是复合函数 /( x , y ( x )) 的无条件 
极值点.用费马定理和链式法则计算得到 

JLi a 、 b ) + / yK ft ) y ; ( a ) = ° - 

另一方面，在 (6.11) 中用 a : = a 代入，得到 

+ (^( a ，6)2/’( a ) = 0. 

由此可见向量与梯度向量 «( a ， b )，<( a ，&)) 共线.由于后者不是零 
向量，因此存在 Xo , 使得在点 （ a ， b ) 处 U ^ ty ) = 、(«)，这就是 


! r x {aM~ = 0, />,6) - W y (a,6) = 0, 

也就是对于 x = a , t / = 6 ,X = Xo 成立 L r x = L r y = 0. 余下的= 0就是约束条件 
^( x , y ) = 0, 对于点 （ a , 6) 当然满足 •口 

命题 6.7 (多个约束条件下的拉格朗日乘子法）设函数/( X !,. • • 和 fc < n 个函 
数 -., a : n ) (i = l , 在区域 DcR n 内连续 可微. 若点 Po ( x ?, 

是满足约束条件 A = ••• = =0下的目标函数/的条件极值点或条件最值点，且 

雅可比矩阵在 点杓处 满秩，则存在*个数巧,…，4它们与 x ?,... } x° n 

—起，使得 n + k 元 ㊣ 朗曰函数 

k 

，: Cn ， 入 1 ， … Afc ) = /(: 1 ，… ，工 n ) — ，… , x n ) 

在该处的偏导数均等于 o : 1_ 


^xi = 0 , ••- , L' Xn = 0 ; L r Xi = 0 , ••- , L' Xk = 0 . 

证仍然用消去法.写出在点代处由约束条件中的 A : 个函数的偏导数组成的雅可 


比矩阵(鸯) 


lljln 


它是一个 fcxn 阶 矩阵: 

• • • 
5 a ：! 



^Pk 

• • • 

\ 3 xi ax n / I p 0 

从命题的条件知这个矩阵满秩（注意 l ^ k < n ), 因此可以用隐函数组存在定理（见 [11] 
的第一卷208小节）于方程组 a = • • • =仰= 0,由此推知在点尸0的一个邻域中存在 
唯一的隐函数组，即使得: n , • • • ，:^中的 A 个变童成为另外 n - fc 个变量的函数.该隐 
函数组是从 R n - fc 中的一个邻域到 R fc 的映射， 满足 k 个约束条件构成的方程组 • 

将上述隐函数组代入约束条件中得到关于 n — k 个变量的 fc 个恒等式，然后利用一 


阶全微分的形式不变性得到以下 A ： 个等式（当然在点尸0处也成 立)： 

d(fi = 3^- dxi H - h 3^- dx n = 0 , 

OX\ OXn 

. ( 6 - 12 ) 

[ d ^ fc = l^ dxl+ --- + ls" d ^ = 0 - 
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另一方面，由于尸0为目标函数/的条件极值点，将上述隐函数组代入/中，就使得 
/从 n 个自变: fi 的函数变成为 n — k 个自 变盘的 函数，同时问题从条件极值变成为无条 
件极值（这就是消去法的目的).用费马定理知道这个函数在极值点处对于这 n - fc 个 
自变量的偏导数等于0,也就是 d / = 0. 利用一阶微分的形式不变性，就可以不区分在 
Xir - , X n 中的自变量和因变量而得到 

d /= -^- dx 1 + ... + -|^- dx n = 0. (6.13) 

考察向最 dx = ( du ，… , dx n ). 从前述的雅可比矩阵满秩和 （6.12) 可见 dx 与 fc 
个线性无关向量 gradw ^)， …， grad 外(代） 正交. 将它们张成的 A : 维子空间记为 

M = Span{gradpiCPo), … ,grad^ fc (P 0 )}, 

则 dx 丄 A /, 也就是 dx € M 丄，记号 Af 丄是 M 的正交补子 空间. 

条件 （6.13) 表明向量 grad /(矹）与所有这样的 da 正交. 由于 d ® 的全体组成 M 丄， 
而 （ M 丄) 丄= M , 因此 grad / (尸 0 ) € M ， 即是 grad (pi ( P 0 ), ••- ,grad ^> k ( Po ) 的线性组合， 
其系数就是所要求的拉格朗日乘子.这就是/^ =()，••• , L f Xn = 0. □ 

命题 6.8 设无⑼= ㈣ ),… ，:^ )) 和入⑼=(#)，••• X k 0 ) ) 是命题 6.7 中得到的 
驻点和乘子，函数/和 A ， …，外在点 P 0 ( x ^ ,..., x ^ 0) ) 的一个邻域内二阶连续可微. 
若关于 dA (i = l ^〃， n ) 的二次型 

启一 （ 6 . 14 ) 

在满足线性约束条件 ^ 

dxi + …+ dx n = 0 (i = 1,…， fc ) (6.15) 

时为正定（负定〉，则点尸0为条件极小值点（极大值点).又若 (6.14) 在满足条件 (6.15) 
时为不定号的二次型，则丹不是极值点. 

证由于在条件极值点处，目标函数/的所有一阶偏导数一般不同时等于0,因 
此增量 △/— 般不是自变置增暈 (i = l ，...， n ) 的二次型.利用拉格朗日函数在 

Ai 0) 处的所有一阶偏导数等于0,因此可以得到以下表 达式： 

△/ = /(*)- f(x°) = L{xX)~ L(x°X) 

i ， j=l 

其中 dn ，…， dx n 满足线性约束条件 （6.15)， r =|| d ; c ||. 由此即可得到所要的结论 .口 

由命题 6.8 可见，问题归结为线性约束下的二次型的定号问题.这方面可参考问的 
第五章中对此问题的专门讨论，其中包括下列定理及其原始文献. 

命题 6.9 (芬斯勒定理）设是 IT 中的二次型， a : 满足线性约束条件 Gx = 
0,其中 G 为 A : x n 阶矩阵 (1 ^ fc < n ), 则该二次型为正定的充分必要条件是当？ i 充分 
大时矩阵 Q + XCf ' G 为正定阵. 
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(6.17) 


x t (Q + \ G t G ) 


X = 


(6.18) 


证充分性若有某个 X >0, 使得矩阵 Q + XG r G 为正定阵，则当 Gx = 0, 且 
: c # 0时，就有 

x T Qx = x T (Q + XG T G)x > 0, 

因此二次型在 z 满足线性约束条件 Gx = 0 时为正定. 

必要性不妨设矩阵 G 的秩为 fc . 这时 G T G 为 n 阶的半正定对称阵，且有 fc 个正 
特征值.于是有正交阵 f /， 使得在正交变换 x = Uy 下实现对 角化： 

x t G t Gx = y T U T G T GUy = yh (6.16) 

其中 y 2 = 0/ n - A : +1 ，…， yn ) 是向景 y = ( yi ，...，2/ n ) T 的后 A ： 个分童组成的 fc 维向暈， 

矩阵 A = diag {、，•. •，&} 是 A : 阶对角阵，其中、 > 0 (i = 1， • • • ， AO . 

以下又将向暈 y = (的，… ， 2 / n ) r 的前 n - fc 个分量讥，… } y n - k 组成的 n - fc 维向 

蛰记为于是在以上正交变换下二次型 z T Qa : 变为 

/ 

C 

d t 

i 

由 (6.16) 可见 ， Gx = 0 y x ^0 等价于 y 2 = 0,叭 一 0,因此在满足此约束条件下 
的二次型 x T Qx 为正定等价于 (6.17) 右边的分块矩阵中的 C 为 n - k 阶的正定阵. 
现在写出命题中所关心的二次型 

/ 

C 

D T 五十人 A 

问题是要证明当 X > 0充分人时， （6.18) 右边的二次型为正定. 

利用分块矩阵运算作下列合同变换得到 

h D \ ( II - C _ lD 

- D t C - 1 h ) \ D T E + XAJ \0 h 

C D \ fh - C - 1 D ) _ (C 0 

0 E + X \- D T C - l D ) \0 h ； \0 XA + E - D r C 一 1 D 

其中的 A 和 / 2 分别为 n - A : 阶和 fc 阶的单位阵 • 

由于 C 为正定阵，而 XA ^- E - D T C ~ l D 的各阶顺序主子式当 X > 0充分大时均 
大于0,因此也是正定阵，从而就推出 (6.18) 为正定二次型 .口 

例题试将命题 6.9 用于 §6.7.2 的习题 3654. 

解如该题的解所示，在 : to = yo = | 处，二次型 （6.8) 为 2 dxdy , 约束条件 (6.9) 
为 da ; + d 2/ = 0. 于是在命题 6.9 中的 Q =( 以)， G = (11). 这时有 

X X - 

人一 1 X 

由于上述对称阵的顺序主子式为人和2人 - 1，可见当人充分大时，一 Q + XG T G 为正定 
阵. 由命题 6.9 可知在约束条件 (6.9) 下的二次型 （6.8) 为负定，从而点(如为条件 
极大值点. □ 


y『)( 




-Q + \ G t G = 


第七章含参变量的积分 


内容简介前三节为含参变景积分的基本理论，后两节为欧拉积分和傅里叶积分， 
可看成是含参变量积分的应用. 


§7.1 含参变量的常义积分（习題3711- 3740) 


内容简介按习题内容分为含参变置的常义积分的基本性质和应用两+小节 


7.1.1 含参变量的常义积分的性质（习题3711- 3722) 

这一小节的习题都与含参变量常义积分的基本性质有关，其中包括求极限、连续 
性、可微性和可积性，但并不只是现成定理的简单应用.此外还有不少习题的结论表明, 
在这些定理的条件不满足情况下，它们的结论可能不成立，但也可能仍然成立. 


习题3712研究函数 


F (y) = £ 




的连续性，其中 f ( x ) 是闭区间 [0,1] 上的正连续函数. 


dx 


解 1 用含参变暈常义积分的连续性定理即可知 F ( y ) 在 y # 0 时连续，因此只要 
讨论在点 y = 0 处的情况.这时有 F(0) == 0, 下面讨论 y — +0 时的情况. 

由于 /(2：) 在 [0,11 上是正连续函数，因此存在最小值 m > 0, 于是当 y >0 时可有 


如下的估 汁： 

™ = £ i 




f 1 ydx 

Jo X 2 + y: 


=m arctan 


y 


=m arctan 


y 


令 y 4 +0 有 iim F ( y ) 彡 > o .由 F (0) = 0 可见 F ( y ) 于点 2 / = 0 处不连续 .口 

1 / 一 >+0 L 


注本题的结论容易理解，由于作为二元函数的被积函数在点（ 0 , 0 )处不 

连续，造成了 F ( y ) 在 2 / = 0处不连续.上述解法很简短，但其中利用士正连续函数 /(X) 
在[0, 1] 上有正的最小值.这是否是本题的关键之处？此外，函数 F ( y ) 在点 2 / = 0附近 
的性态究竟如何？在下一个解法中去掉 /( rr ) 为正的条件，并将 F ( i 0) 计算出来.从中 
可以看出本题的积分所具有的特殊性质. 


解 2 将题设中 /(㈨ 在 [0, lj 上正连续的条件减弱为在 [0, 1] 上连续①，且存在极限 
/(+0).在此条件下可以通过估计 \ F ( y ) - F ( y 0 )\ 而证明函数 F ( y ) 于 y # 0时均连续 
(细节从略).余下的主要问题仍然是讨论 F 在点2/ = 0处的性态. 

® 连续性条件还可以减弱为可积，只是证明过程稍长一点.从略 
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下面计算 F (- fO ). 任意取定5 € (0,1)，将定义 F ( y ) 的积分分拆 如下： 

这时右边的第一个积分的极限可用积分第一中值定理计算 如下： 

r - V 2 ^\ 心 = /(Or 2 V 2 ^ = f ⑹ a^ctan — ^ 

Jo x 2 + y 2 v y Jo x 2 + y 2 vs/ y x=o 

= /(0 arctan /(+0)| (y 4 +0). 

而第二个积分的极限可利用函数 /( a ；) 在[0,11上有界而计算 如下： 

Hi ■^■ dx \ < 0 ZV f(x){ ' " 0{y ^ +0) - 

综合以上就得到 F (+0) = /( 十 0) f . 由于 F ( y ) 为奇函数，因此又有 F (-0) = 

一/(+0)号 . 于是当 /( a :) 满足/(+0) = 0时 F { y ) 于 j / = 0处连续，否则 F { y ) 于该 
点有第一类不连续点 .口 

注由解2可见，函数 F ( y ) 在点?/ = 0附近的性态只取决 
于函数 /( x ) 在点 a : = 0的右侧性态.从计算过程可见，问题的 y 
关键在于当2/ +0时，积分 1 


x 2 - hy 2 


dx 


不仅趋于而且其主要部分集中在区间 [0,(5] 上，其中5 > 0 
可取为任意小的 正数. 在附图中对于 2/ = 1，|，|,|作出了 
区间[0, 1] 上的被积函数 -^ t ~2 的图像. 

有兴趣的读者可参考 [321 的§16.3.1，其中对被称为核函数 
的函数族作了简要的介绍，并列出了有关的参考文献.本题的 
^-2 就是 以!/ 为连续参数的核函数. 


Vn 


口1，2,4,8 


习題3712的附图 


习题 3713( d ) 求 lim 


解1将参数 n 的倒数含连续化，只需要计算含 参变量 2/的积分 

ny ) = P --- r (0 < 以 1) 

° l-f (l + X2/)7 

当 — +0时的极限.由于被积函数当2/4+0时的极限为因此作为二元函数 
的被积函数在延拓至 y = Q 后就成为在 0<: c < l ，0< y<l J ： e 的连续函数，从而积分 
F ( y ) 于 y = 0 处右侧连续，于是就有 

= r^i = 【 in 卜 in(i+t) 】 i: =iD i^. □ 


loT 


FIT 


2 e 

TT 




解 2 本题可看成函数序列的积分与 n -> oc 是否可交换顺序的 问题. 这类问题在 
§5.8 已见过.由于被积函数关于 n 单调，因此只要应用 §5.8.2 的命题 5.14 的推论，就有 

以下同解1 .口 

注由解2可见，在 §5.8 中用级数计算定积分的问题，可以看成为以 n 为离散参数 
的含参变 暈积分 的极限问题. 

习题 3713( e ) 求尺^^^ 2 e ' Raine de . 

提示困难在于本题的积分难以直接计算出来，又不便用含参变最积分的现成定 
理. 然而只要利用若尔当不等式 sin 0 彡 | (0 彡0 $ ( 见 §2.7.2 的习题1290)，就 

可见在 / Z >0 和时成立夹逼不等式 

9 Rfl 

0 彡 e-^ 8in ^ ^ e __ 

以下只要积分并取极限即可得到答案为0 .口 

习题 3714.1 设函数/(心在闭区间上连续.证明 

£ l /(« + / i )-/(0 ]di = /( x )-/( a ) [ A < a < x < B ). 

解 1 由于连续函数必有原函数，于是有函数 F ( x ) 满足 F \ x ) = f ( x ). 用牛顿-莱 
布尼茨公式即可得到 

& i j > (t +卜則 dt = 鰓 - F ( f )C 

= Hm - j ^[ F(x + / i ) - F ( x ) — F(a + / i ) + F ( a )] 

= lim 阼 + 1 二 尸 ㈣ 一化 F ( a ^ h )- F ( a ) = ，⑷一淋 •口 

h h^o h \ 1 \ ’ 

解 2 利用变量代换可将题中的商式改写 如下： 

+ h )- f ( t )) d«=|[£/(f + / i ) df -£/( t ) di ] 

= 士 [ n £ 烟叫 = 士 [r - r 

= ¥ £ +， * / w dt ~T £ +h f (i) dt> 

令 / i ->0 即得所求 .口 

注若 / 连续可微，则应用极限与积分交换顺序的定理更为自然： 

S £ 卜 J ： r _ =/(^)-/(«). 

因此本题表明只要/连续已可得到相同结论. 
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习题 3714.2 设⑴在 [-1,11 上 ^ 0 (n = 1，2，."） ； （2) 对于0 < e 彡 

| x | 彡 1，当 n — > oo 时 ( p n ( x ) =4 0; (3) 当 n — oo 时 j cp n ( x)dx 1. 证明：若 

/Or)eC[— 1 ， 1 ]，则 _1 


lim 


f ( x )( f n ( x)dx = /(0). 

提示这里的函数序列 { p n ( rr )} 就是在前面的习题 3712 的解2的注中提到的核 
函数（族)，证明的方法与该题的解2相同.读者可参考丨 32 j 的 §16.3.1. □ 

习题3720设 F ( x ) = f f ( y )\ x - y \ dy , 其中 a < fc ， f ( x ) 为可微函数，求 F n { x ). 


解当时 


F { x ) = -x f ( y ) dy + f ( y ) ydy ， 


因此当 rr < a 时 F ^ x ) = - f ( y ) dy . 当 x 彡 b 时则有 


a 


F ( x ) = £ -y) d y = x \ f(y) dy - | yf(y)dy, 

因此当 x > 6 时 F f (x) = £ f(y) dy. 

当 a < x < 6 时有 Q 

F i^) = j 1 /( 2 /)( 工 - 2 /) dy + j v f{y)(y-x) dy 

= z II ’⑼ dy - ,( y ) y dy + J：r 八 y 、 y d ^" x J f(y) d V' 

因此可求出 a < a : <6 时的 

F， ( x ) = j 1 f(y)^y^ :/(:)- /( 咖 - /(x)x-j 6 f(y) dy + xf(x) 

=£ f(y) dt/-£/(2/) dy. 

由以上结果还可见有 F，(a 一 0) = F f (a + 0) = - £ /(y) dy 和 F f (b 一 0) = F f (b + 0) = 

f(y) dy . 由于尸于点 a 和 6 处连续，因此从导数极限定理（参见 §2.6.4 的习题 1258.1) 
可知 F 在点 a , 6处也可导. 

综合以上就得到一阶导数 F\x) 的完整表达式为 


一 f ( y ) dy ， 


X < a ， 


a 


F \ x ) 


f ( y ) - f ( y ) dy , a < x < 


在此基础上再计算二阶 导数. 可看出当: r < a 时 F u ( x ) = 0, a < rc < 6时 
F '\ x ) = 2/( x ) ? : c > 6 时 F "( x ) - 0. 再用导数极限定理可知，当且仅当 /( a ) = 0时存 
在 F n { a ) = 0,又当且仅当 /( b ) = 0时存在 F n { b ) = 0 .口 

注由此可见，题设中关于/可微的条件是多余的，上述解法中只要求/连续即可. 
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习题3722证明公式 

(亨) =古 pcos (y + f ) dy (n = 1 ， 2, ...)• ⑴ 

利用公式 （1) 获得以下 估计： 

I 咅 (，卜 击 ，朴一 . 

提示用数学归纳法和分部积分法即可证明（1)，注意其中 c OS ( y + D = 

d n cosy n 
dy n U 


7.1.2 含参变量的常义积分的应用（习题 3723-3740) 


得 


习题3723在区间1 < :r < 3上用线性函数 a + bx 近似地代替函数 /( a :) = a : 2 , 使 



分析本题是一个最值问题，其目标函数 F ( a , b ) = J^(a + to - x 2 ) 2 dx 可积出为 
a , &的二次多项式，且当 ci 2 + 6 2 ->+oo 时趋于无穷大，因 ife 存在最小值.利用含参变量 
积分的概念求 G 和巧较为方便.此外，还可以将本题与 §6.7.4 的习题3710作比较.可 
以看出，虽然同样是用线性函数 ax + 6去逼近区间 [1,3] 上的函数 rr 2 , 但由丁•反映逼近 
要求的目标函数取得不同，所得的结果是不一样的 .口 


习题3725求完全椭圆积分① 


E { k ) = | 2 yl — k 2 sin 2 ip d ^, 

m = I 


2 


dip 


y/l — k 2 sin 2 ip 
的导数，并把它们用函数 芯 ㈨ 和 F ( k ) 表示出来. 


(0 < A : < 1) 


证明： £( fc ) 满足微分方程 

E n ( k ) + \ E f ( k ) - f - 芒备 = 0. 

解 1 按照对含参变最常义积分的求导法则，就有 


邱)=一 I ； 


T 


k sin 2 if 


JL 


y /\- k 2 


二 2 


d(f = 






2 (1 - k 2 sin 2 cp ) - 


Vl - k 2 


d(p 




= 下 E W - ~k F ( k ) - 


①在 §4.6 的习题 2453 的注中，在联系到椭圆弧长计算时己介绍了第二类完全椭圆积分 E ( k ). 它与第一 
类完全椭圆积分 F ( k ) 都属于域常用的非初等函数，同时都用含参变量的常义积分作为其定义.关于椭圆积 
分的材料，在数学分析教科书中除[11】之外，还可参考 [27] 的卷 II 的§8.7,其中分别举出了两类完全椭圆积 
分的应用实例，即单摆周期和椭圆 周长. 
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然而要将沪⑻用五 ㈨ 和 F ( k ) 表出则没有这样容易.实际上从上式有 F ( k ) = 
E { k )- kE '[ k ), 求导并假设习题中要求证明的微分方程关系己经成立，则就可得到 

F \ k ) = E \ k ) - E ，( k ) - kE , f ( k ) = £；' ㈨ + — L ^. E { k ) 

= iE(k)-iF(k) + T ^E(k) 

= 刪 —七琳 

可见余下的问题只要证明 E ( k ) 满足题中提出的微分方程. 

这里采用将 E ( k ) 作幂级数展开并逐项求导的方法（参见 §5.5.4 的应用 （2)). 为此 
在 （1+4+ 的幂级数展开式中（见 §5.5.2 的表格 （5.15)) 用1 = 一 fc 2 sin 2 p 代入得到 

y/l - A: 2 sin 2 y = 1 一 | sin 2 ( U!) !! • fc 2n sin 2n y {0 ^ cp ^ 

由于上式右边的级数除第一项之外均为同号，因此用 §5.8.2 的命题 5.14 即可对于 p 在 
[0, n /2] 上逐项积分（并利用 §4.2.6 的公式（4.9))，得到在0 < /b < 1上的幂级数展 开式： 

然后分别计算得到 穴 

= -±-l [M [] 2 . 

= 号{ - i +1 [号^ r • d 2 ， }， 

(1 — w ( k) [ iH ^r • 一 - 2 } 

=f { - I - - E [ (2 (2^ )!! ] 2 ■ 2^T2 * 2 "}- 

最后将上述三式相加就得到所要的 等式： 

E(k) + ^^E , (k)-h{l-k 2 )E ,, (k) = 0. □ 

解2只写出本题中的微分方程的传统证明方法.这时的主要工具是下列恒 等式： 

d ( sin^cos^ \ = A 1 - k 2 
W A ) — 一 k 2 A 3 ， 

其中 △ = x/l - * 2 sinV 此恒等式可直接验证 如下： 

一 cos 2 (p — sin 2 p ( k 2 sin 2 (f cos 2 ^ 

= A + A 5 

=-^3-(1 — 2sin 2 ip + k 2 sin 4 ip ) 

= pk 5 ' [A4_(1_/!2)1 = 余 _ 

然后将上述恒等式两边对于 p 从0积分到并加整理，就得到后面需要的 等式： 




含参变量的常义积分 



3711-3740) 


最后利用在积分号下对*求导，并从 △ = y / T ^ k ^ p 计算得到 


H (△-去)，發 =*( 去-古) 


即有 


E'\k) + |^(*:) + = (+ I: 誓 -"M 。 2 鲁 ) 


= 印 1 -可 L 2 △如 —古 L 2 普 =0 . □ 

习题3726证明：阶数 n 为整数的贝塞尔函数 

Jn{x) = 吾 £ cos(n<^ - x sin (f) dcp 

满足贝塞尔方程 

X 2 J'^(x) + xJ^(x) + (x 2 - Tl 2 )Jn(x) = 0 . 

解由积分号下对参变童 Z 求导得到 

J^(x) = sin(n(p — x sin ip) sin ^ d(^, J^(x)= 一 吾 j* cos(n<^ - x sin ip) sin 2 (/? d(p. 

注意到 C(x) 和 J n (x) 的被积函数都有因子 cos(nv? 一 xsinp), 而 J f n (x) 的被积函 
数有因子 sin(n<^ - xsin^), 因此把 x 2 J； 7 + (x 2 - n 2 )J n 用分部积分法来推出 -0 ：尤 是 
一条可行的途径.首先有 

—x 2 sin 2 (^ + (x 2 — n 2 ) = x 2 cos 2 ip — n 2 = (x cos + n)(x cos ^ — n), 

且 

(ncp - x sin tp) = n — x cos #， 

于是即可计算得到 

x 2 J'^{x) -h (x 2 - n 2 )J n {x) = - j^(xcosV? + n) d[sin(nv? - x sin <f)] 

= - [ sin(nv? - x sin (f)(x cos (fi -\- n)]^ + 士 f sin(np — xsiny>)( — ： csinp) dt/? 

移项即得所求证的微分方程.口 


习题3727设 

其中函数 Cf { x ) 及其导数 ^{ x ) 在闭区间0 < re 彡 a 上连续， 证明： 当0 < a < a 时有 


r(a) = m + r ^ L dx . 

y/OL Jo yJOL — X 


w ’⑻ 

yja — X 
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解本题需要 注意： 题中的积分有奇点 x = a , 并非含参变量的常义积分.同时，奇 
点的位置随着参变量 a 而变化，因此也不能直接用含参变最广义积分在积分号下的求 
导方法.按照《习题集》中对本题的提示作代换 ：r = at ， 可得到有固定奇点 < =1 的含 
参变量广义积分 

ip { at ) dt 


/ ⑷=>/»£ 


其中 




绝对可积且与参变量 a 无关，而 cp (€ d ) 连续可微，因此可求导得到 


，卜忐 !:气 


( at ) dt 

然后再回复到原来的变量: r ， 得到 

尸⑹ = 丄 r 中 ) dx + 丄 p x ^( x ) dx 

Jo y/oi — x ^ Jo y/oi — X 


叫: 


tipcat ) dt 
y / T^t 


= 去[一 • 咖 )] L + 去 J : /⑷ dx + + £ 

=+丄 p 
_ 潮 


xip f ( x ) dx 
\/a — x 


V a — 

〆( 工） 


(a — x + x ) dx 



y/a — 


dx . □ 


注本题见 [ llj 第二卷的 511 小节的例题 14). 此外还可以注意到该书第三卷的 
617小节的例题 22), 其中利用本题的结论解出了阿贝尔积分方程，即给定连续可微的 
W ( rr )， 满足条件 W 0) = 0,求 /( y ), 使得满足以下 等式： 

f ( y ) dy 


岭 ) = £ 


它的答案是 


y / x-y 




其中 


习题3728 (—个二阶微分方程的格林函数）设 

咖 ) = J o 雖， 2/ My ) dy ， 


K ( x , y ) = 


彳1 - 2/)， 

2/(1 — 工)， 


( V 、 

>y 


且是连续的，证咏函数 u ( x ) 满足方程 

u , f { x ) = — v ( x ) (0 ^ x ^ 1). 

解将 u ( x ) 的积分表达式按 A ： 的分段定义拆开为两个积分，即得到 

w ( x ) = 一 d 2/ + | x ( l - y) v (y) dt/. 

由此可见 u (0) = u { l ) = 0. 将上式对: r 求导得到 




含参变量的常义轵分（习趙 3711-3740) 


,r {x) = - r yv{y) dy4-a:(l - x)v(x) + J (1 - y)v{y)dy - x(l - x)v(x) 


= 一 Jo yV ( y ) d2/ + j dy, 

于是再求导一次就得到 u , f ( x ) = - v ( x ). □ 

注这里的格林函数是将某些类型的微分方程的边值问题转化为积分方程的 
一种方法.本题中的 K ( x y y ) 就是二阶常微分方程 u l , { x ) = ^ v ( x ) 满足边界条件 
w (0)= w ( l ) = 0 的格林函数.这方面的进一步内容可参见丨4, 6] 的有关章节. 

习题3732应用对参数的微分法，计算积分 P ln ( a 2 sin 2 ar + 6 2 cos 2 x ) da :. 

Jo 

提示以 a 或6为参数求导均可.此外，本题还可归结为下一题的泊松积分 .口 

习题3733 (泊松积分）应用对参数的微分法，计算积分 £ ln ( l - 2 a COS ：c + a 2 ) dx . 

解由 |2 acosx | ^ a 2 4- cos 2 x ^ a 2 -f 1可见，当 | a | / 1时泊松积分为含参 变虽的 
常义积分.利用积分等式 

『 ln(l — 2 a cos x -f a 2 ) da : = 2 n In \ a \ + f In (1 -* cos a : 4- dx , 

可见在 ㈣ < 1 和 M > 1 的两个泊松积分中，只要计算出其中一个即可得到另 一个. 

记积分为 /( a )， 则/(0) = 0.当0 < | a | < 1时通过积分号下对参变量求导得到 

，⑷= L :=☆ +a2 ) d - 

= _7l_ _ 1 -- Q 2 r _ dx _ 

a a Jo 1 — 2acosx -f a 2 
= iL — 1 - Q 2 r_dx_ 

一 a a (l + a2 ) Jo l - Y-^^cosx 




cosx 




“ 一 vM# 

其中最后一步利用了 §4.2.1 的习题 2238(b) 的解 2 中计算得到的积分（其中 0 < |e| < 1) 

r dx = 7i 
Jo 1+ecosx - y/\-e 2 ' 

于是当 o < | a | < 1 时 j ( a ) == o . 从前面的关系式可由此推出当 H > 1 时 /( a ) = 
27 ： ln|a|. 对于 |a| = 1 可利用 §4.4.1 的习题 2353(a) (欧拉积分）得到 1( 土 1) = 0. □ 

注本题的泊松积分在前面已见到过.在 §4.1.1 的习题 2192 给出了用黎曼和的极 
限的计算方法， §5.8.1 的习题 3049 的是用级数的逐项积分方法.本题的解是第三种计算 
方法. 它们均见于 [11] 的第二卷中.在该书的 314 小节的例题 14) 中给出了利用函数方 
程的第四种计算 方法. （参见数 学译林 第 22 卷 (2003) 第 4 期 278-281 页的内容 


= 0 , 




— X 9 




dx = 


6TT # 


习题 3737 应用积分号下的积分法，计算积分£ da : ( a >0,6>0). 

解1将被积函数记为 f{x). 它在 : r = 0,1处无定义，但可看出/(+0) = 0,又可用 
洛必达法则得到 /(I-0) = 6-a, 因此可将 /(:r) 连续延拓为 [0, lj 上的连续函数，从而 
本题为含参变量的常义积分. 

以下不妨设0 < a < 6. 于是可将被积函数写为如下的积分： 

然后就可以用积分号下求积分的方法®计算 如下： 

I : = 1>卜 

=1：(箝 1:>=£备^辑. 

显然这个结果对于0 < a < fc 之外的其他情况也都成立 .口 

解2本题也可以用积分号下求导数的方法来计算.将 b 看成为参变量， a 固定，积 
分记为 1(b), 则就有 

/’(6)0=击. 

然后利用 Ma ) = 0即可得到 

眷 J :^^ = r a Tfr =ln 思 . 

解 3 (概要）作代换 t = lna; 即可化为后面 §7.3.1 的习题 3789 中的弗鲁拉尼积分 
而得解 .口 

习题3740证明 公式： 

tJo(t)dt = xJi(x), 

其中 Jo ⑷及 Ji(x) 为阶数是 0 与 1 的贝塞尔函数（参阅习题 3726). 

解只需要证明 [ xMx)Y = xJ 0 (x). 由习题 3726 己知 

J n (x) = ■— P cos(nifi - xsm<f) d(p. 

K Jo 

于是即可计算公式右边的导数如下： 

-^■[nxJi(x)] = j" t cos(p — xsin p) dp 

=J 11 cos((^ — x sin p) dip + x sin y? sin(ip — x sin y?) dtp 

=J 71 cos(c^ — x simp) dp + a: cos[y? - (^p - x sin ip)] dip — x cos (f cos((f — x sin ip) dtp 

= 兀 x Jo (x) + J 71 cos(y? — x sin ip) d(y? — x sin ip) 

(f=n 

=KxJo (x) + sin(v? — x sin ip) = kxJo (x). □ 

( p =0 

© 学过重积分的读者可看出这是两个二次积分的顒序交換，成功的关键就在于其中之一容易计算 . 




§7.2 含参变量的广义 积分. 积分的一致收敛性（习题3741-3783 ) 

内容简介与函数项级数的和函数的性质研究相似，对于含参变量的广义积分也 
需要引入一致收敛的工具.本节的前两小节相当于函数项级数中的§5.4.1-§5.4.3,第三 
小节则讨论含参变量广义积分的极限与连续. 


7.2.1 含参变量的广义积分的收敛域（习题 3741-3750) 

这只是广义积分的敛散性的判定，因此与 §4.4 的习题 2358-2383 中带有参数的部 
分习题没有差别.由于《习题集》中将第五章无穷级数的内容安排在广义积分之后，除 
了 §4.4.2 的习题2368与2378之外，当时几乎没有使用过级数工具.下面对此作一些补 
充. 

只以含有唯一奇点 + oo 的广义积分为例来说明这个方法.为此列出下列命题. 

命题 7.1 对于广义积分 J ^ 00 /( a :) do : 取满足条件勿= a 且严格单调递增趋于正无 
穷大的数列 { a n } n ^ 0 , 则该广义°积分与无穷级数 

f ( x)dx (7.1) 

之间在敛散性方面有下列 关系： 

(1) 广义积分 f ( x ) dx 收敛的充分必要条件是对于满足上述条件的每一个数列 
{ a n }, 相应的无穷级°数 (7.1) 总是收 敛的； 

(2) 若被积函数 f ( x ) 保号（或当: r 充分大时保号)，则广义积分 f { x)dx 收敛 
(发散）的充分必要条件是存在满足上述条件的某一个数列 { a n }, 其应的无穷级数 
(7.1) 收敛(发 散). 



证（概要）主要的根据有两点 ： （ a ) 从定义知道，积分 p °°/( x ) dx 的敛散性是用 

Ja 

函数 F ( A ) - j "' f ( x ) dx 当>1 — + oo 时的敛散性来定 义的； （ b ) 无穷级数的敛散性是用 
其部分和 数列# 敛散性来定义的. 

对于（1)，只需要用函数极限理论中关于自变量 : r — + oo 的海涅归结原理即可（在 
微积分教科书中至少有关于 x -> a 的这个原理).对于（2)，则需要利用上述函数 F ( A ) 
单调，而级数 (7.1) 的部分和数列这时也单调（参见 §1.2.6 的习题90的证明) .口 


注由 （1) 的逆否命题知道，积分 | +OC f ( x ) dx 发散的充要条件是存在满足上述条 
件的一个数列使得其相应的级数 (7.1) 发散. 

同样可知，若存在满足上述条件的一个数列 { a n }, 其相应的级数 |/( x)idx 
发散，则积分丨 f ( x ) dx 不可能绝对收敛. 
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对于被积函数不保号的情况，仅仅某一个 { a n } 对应的级数 (7.1) 收敛是不足以保 
证相应的广义积分收敛的.例如，对于明显发散的广义积分 

f+OO 

sin x dXy 

flRa 0 = 0,ai = 2 兀， a 2 = 4 冗， … ， a n = 2 n 7 i ，" •，则 (7.1) 就是每一项等于 0 的收敛级数. 


习题3747 利用与级数比较的方法研究积分 f 


dx 的敛散性. 


解对于 a = 0 的情况，由于•^〜 + (x — 0), 因此广义积分发 
散.根据有多个奇点的广义积分 的收# 定义，可见本题的广义积分发散.° 

对于 a < 0的情况，则要看点 x = - a 附近的被积函数的性态.这时有两种情况. 

若 cosa = 0,即对某个整数 n 有 a = (n - ^) n y 则用洛必达法则可得到 
lim = sin a , 可见 a : = - a 不是奇点.这时的讨论与下面关于 a > 0的情 

SV , 积^是收敛的. 

若 cosa 一 0,则这时的广义积分除了奇点 + oc 之外，还有一个有限奇点 a : = - a . 

由于有 〜 x !°(- a ) (x_> 一 a )， 因此广义积分发散 • 

对于 a > 0的情况，可以用分部积分法得到 
广 00 cosx d Sinx +0 ° f + °° Sinx d f + °° — sinx , 2 ) 

Jo … dx - z + ao ” 0 (x + a ) 2 dX ~Jo (x + a) 2dX . (? * 2) 

由此可见，由于上式右边的广义积分的被积函数 | (:二 2 | < } 2-, W 此绝对收 

敛，从而推出左边的广义积分也收敛 .口 

注对 a > 0的情况，除了 (7.2) 的分部积分法之外，本题还可以用狄利克雷判别 
法，或者积分第二中值定理. 

在习题3747的上述解法中对于(1 = 0，(1<0和0>0三种情况的讨论都没有用级 
数为工具，因此与《习题集》原来的题意不一致.从命题 7.1 之 （1) 可见，以上三种情况 
的敛散性结论都可以用级数工具得到，但要复杂得多.下面的习题3748的情况则恰好 
相反，这时用级数工具的解法特别有效，而其它的敛散性判别法都难以使用. 


， W 此绝对收 


习题3748 利用与级数比较的方法研究积分^ 


xdx 


的敛散性. 


解将积分的被积函数记为 fix ), 则有 f ( nn ) = mi . 这表明 f ( x ) 的图像在 x = nn 
时到达第一象限的角平分线 y = a :， 因此有 lih /( x ) =+ oc ( 参见本题的附图). 

X—>+oo 

由于被积函数常正，从命题 7.1 之 （2) 可见，只需要找到满足条件的一个数列 { a n }> 
使其对应的级数 (7.1) 收敛或发散即可. 

为此取 a o = 0, ai = n r -- , a k = kn r -, 然后将与该数列对应的级数 (7.1) 的通项 
记为这时对于积分可得到如下的夹逼 估计： 

[ kn (k-l)Kdx <A= ( kK xdx < kKdx 

J(fc-I)jc 1 + (kit) 71 sin 2 x ^ k J(fc — 1)71 1 -I- x n sin 2 x 、 J(fc-i) rc 1 + [(A — l)^ n sin 2 x ’ 
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然后利用平移代换将两边的积分区间变为 [0, tc ], 又利用 sinz 关于: f 为偶函数，于 
是可得到 / U 的进一步估计 如下： 

rf 2{k-l)ndx < A = x dx < 2kndx ( 7 3 ) 

Jo 1 + (kn) n sin 2 x ^ k J(fc - i)ic 1 -hx n sin 2 x 、 Jo 1 + [(Ar — l)7c] n sin 2 ar 
由于上式两边的积分的形式相似，因此可以先估计以 p 为大参数的下列积分 


I ： 


da : 




o 1 + 〆 sin 4 


• 2 

■■ 

x Jo 


d ( tanx ) 


i + (i+p 2 ) 


x 


• ctan ( yl + P 2 tan x ) 


n. 


yrTF 

71 = O * ( j ) ( p ^- foo ). 


2 VI + P 2 

然后将此结果用于 (7.3) 两边的积分，从而得到无穷 
级数 (7.1) 的通项戊的渐近性态为 

根据同号级数收敛性的比较判别法 II ( 见 §5.1 的表 
格)，可知本题的广义积分于 f - 1 > 1,即 n > 4时 
收敛，而于4时发散 .口 


注在附图中作出了 n = 4 时的函数!/ = 





X 


的图像，其下方与 0: r 轴之 


1 + x 4 sin 2 x 

间的阴影区面积就是广义积分的值 （n = 4时这个面积值为 - foo ). 无穷级数为本题的积 
分敛散性提供了有效的工具. 

此外， n >4 时本题为 §4.4.3 的习题 2384.1 提供了更为有力的例子，即在 [ a ，+ oo ) 上 
的非负函数/⑷可以使得积分 J + °°/( x)dx 收敛，同时还具有性质 x f ( x ) = + oo . 
从命题 4.13 可见，这时的 f ( x ) 在°[0, + OQ ) 上不一致连续. m °° 


习题 3749 利用与级数比较的方法研究积分 f ^的收敛性. 
提示本题的积分有无穷多个奇点，可仿照习题3748的解法讨论 .口 


习题3750利用与级数比较的方法研究积分的收敛性. 

解将积分分拆 如下： 

| + °° sin(g + x 2 ) ^ = |i sin(x 4 - x 2 ) 如 + | + °° sin(x + x 2 ) 如 

则右边第一个积分可从 Si ♦尸) 〜 ( a ： +0) 看出当 n - 1 < 1， 即 n < 2 时 

收敛，否则发散. 工 

①这个积分计算使得对 （7.3) 的两边的估计变得很容易，但并非是本质的.实际上只要分别用[0, 上的 

不等式 sinx 彡 : r (见 §2.7.2 的习题 1290) 于 (7.3) 的两边即可导出本题的敛散性结论. 
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对上式右边的第二个积分用分部积分法，得到 


r+<» sin(x + a: J ) , cos(x + x z ) 十 00 r +oc cos(x + x 2 ) 」 

J x = + x 一 吖 # 1(1 + 2 可机 

可见当 n + 1 〉 0 时，上式右边的第一项为有限数，而第二项的广义积分绝对收敛，因此 
等式左边的积分收敛. 

在 n + 1 < 0时，对正整数 fc， 取正数 a/c,a fc+1 满足 a*； + = kn , a k ^\ + a| +1 = 

(A:+l)ic, 然后估计积分 

pc+i sin(x 4- x 2 ) d x | 一 f afc+1 1 Sin(x 4- x 2 )|(i + 2 x ) ^ 
ia k x?l • Jo* x n (l + 2x) 

由于右边积分的被积函数分母的导数在 n + 1 < 0时小于0: 

[ x n (l + 2 x)Y = nx n ~ l 4- 2(n 4- l)x n = i n_1 [n + 2(n + l)x] < 0 (x 彡 1)， 

因此可利用 1 < a fc < a M 得到 

r *+i sin (: r+ :r 2 ) j」|sin(x + x 2 )|(l +2x) j 

k ~~^ — dX \ = L ^，U + 2x )— 仳 

^ ag(l-WIC l8in(a： + a；2)d(j； + X2) 

由于上述估计对每一个正整数 fc 成立，因此用广义积分的柯西收敛准则就知道积分 


dx , 


dx. 


If 


dx 


S-oo 
• 1 


sin(x 


dx 发散. 


综合以上知道，当-1 < n < 2时本题的积分收敛，否则发散 .口 

注就奇点 + oo 来说，可以证明当 n + 1 >0时的积分为条件收敛，而当 n + 1 彡0 
时，对每个正整数 fc 在区间 [ a fc ) a fc + i ] 上的积分的绝对值大于常数2/3,因此本题也没有 
必要用与级数比较的方法来进行讨论. 


7.2.2 含参变量的广义积分的一致收敛性（习题 3751-3771) 

这里首先要介绍常用的一致收敛判别法.除了最为基础的柯西一致收敛准则之外, 
使用最多的是魏尔斯特拉斯的强函数（也称为优函数）判别法.此外，以下两个判别法也 
是重要的.为简明起见只叙述关于无限奇点 +oo 情况的条件和结论.（它们是 §4.4.2 的 
命题 4.11 和 4.12 在一致收敛性方面的推广 .） 

命题 7.2 (阿贝尔一致收敛判别法）设广义积分 J + OC /0 r ， y ) cLr 在 （的 ，妁）内一致 
收敛，函数此 r ， 2 /) 在 a ; € [ a , - foe ) 和 2 / € ( yi , t / 2 ) 时 一 lc 有界，且关于 a : 单调，则积分 
| + °°/(怎，2/)9(工，2/)40：在（2/ 1 ，2/2)内一致收敛 • 

命题 7.3 (狄利克雷一致收敛判别法）设积分 £/(rr ， y)da: 在 Oa 和 
时一致有界，函数 cp { x 、 y ) 关于: r 单调，且当 a : -> + oo a 时关于 y e ( yi ? y 2 ) 一致收敛于0, 
则在（於，奶）内—致收敛 • 
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注与命题 4.11 和 4.12 之后的几点补充相似，上述两个判别法也是充分必要条件， 
同时也可改写为对有限奇点的命题. 

习题3751用肯定的方式陈述，积分广 00 /( a :， 2 /) dz 在给定区间 { y u y 2 ) 内不一致 
收敛表示什么？ a 

解先写出积分在给定区间 (2/1, y 2 ) 内一致收敛的定义为： 

“对每一个 e > 0,备在 S = 5( e ), 使得对每一个 b ^ B 和每一个€ { y u y 2 ) 成立 

应用对偶法则（参看丨32]的 §1.4), 即将上述定义中的“每一个”换为“存在”，而将“存 
在”换为“每一个”，又将最后一式换为其反面，就可得到积分 £°°/( x ， y ) d : r 在给定区间 

(2/1,2/2) 内不一致收敛的定义为： 

“存在> 0 ,对每一个 B ， 存在 b > B , 又存在 yo e ( y u y 2 ), 使得成立 
注同类习题见于 §1.2.5 的习题87, §1.7.1 的习题668, §1.9 的习题787等. 


习题3752 证明： 若 1) 积分 | 
单调的，则积分 ' 


f ( x ) dx 收敛， 2) 函数 V ( x ， y ) 有界，且关于 x 是 


•+QO 

/( 咖 ( 工， y)dx 
« a 


一 致收敛（在相应区间内 


注这只是阿贝尔一致收敛判别法（即命题 7.2) 的特例，其中/与2/无关.其证明 
方法可参考该判别法在教科书中的证法 .口 

习题3753 证明： 一致收敛的积分 


= ^°°e-^ (x "i )2 dx (0<y<l) 


不存在其积分为收敛且与参数无关的强函数. 


解用反证法.若存在与参数无关的强函数以2：)，则从不等式 

0<^ 含 ( 工 - 含 ) 2 彡 ip(x) (0 < y < 1,1 < x < +oo) 

可见，只要对每个 a : 取参数2/ = ^, 就得到 if ( x ) ^ 1,而处处大于等于1的函数在 
11， + oo ) 上的积分显然是发散的. 

下面证明本题的含参变量的广义积分关于 y E (0, 1) 是一致收敛的. 

由于被积函数处处大于0,因此只要对于任意给定的 e > 0,找到 M > 1,使得对所 


有的 ye (0，1)同时成立 




(7.4) 



作平移代换 X -丄= t ， 则得到 

y 


r°°e"^ (a； 't r dx= p e -条 dt. 

JM Jm-J 

由此可见，对于充分小的 y G (0,1)， 积分下限小于 o . 这时可作如下估计： 

，咅 df = ! e -咅 d ( 含 ）< y 广 :〆 du = 一 (7.5) 

(其中利用了习题 V 3776.1 的答案)，因"此当0 < 2 / ^•时，无论取什么 M > L 不等式 

(7.4) 总是成立的. 

对于+ < 2 / < 1 ， 则从 (7.5) 的推导可见，不妨先取 M 0 > 1 ， 使得满足 

r°° e-^ 2 du < e y 

JMo 

然后只要取 

M > M 0 +^， 

就有 M - j 彡 M - f > Mo . 又利用 y < 1，则可得到 


dt . 


(7.5) 


r°° e-f di = »r°° e - 2 du < r e - 2 du 

Jm-J JAf-J JMo 

综合以上可见本题的积分关于0 < y < 1为一致收敛 •口 


< e . 


习题 3755.1 证明： 狄利克 雷积分 


sin ax 


dx 


( a ) 在不含数值 a = 0 的每一个闭区间 [ a ,6] 上一致收敛， （ b ) 在每一个包含数值 a = 0 
的闭区间 ㈨ 6] 上非一致收敛. 

解1 ( a ) 不妨只讨论0 < a < 的情况.这时对 M >0的下式左边的积分作变贵 

代换£ = an ;, 就有 


sin ax 


I dx = [' - d ( ax ) = I ^ dt . 

^ Jm qx JqM t - 

由于狄利克雷积分收敛（见 §4.4.2 的习题2378)，对任意给定的 e > 0,存在6 0 ,当6 > & 0 
时成立 

|J^°° S^i d f|<£. 

综合以上，可见只要取 Mo = 则当 M > 时，对于所有的 a € [ a ,6] 就有 
olM > aMo = bo , 从而成立 

因此带有参数 a € [ a , 6] 的狄利克雷积分一致收敛. 

( b ) 不妨证明稍微强一点的 结论： 即狄利克雷积分对于参变量 a € (0,6] (6 〉 0) 不 
一致收敛，从而对于包含 (0,6] 的任何参变量区间都不一致收敛. 


sin ax 


f+oo 

d ( ax )= 

% OlM 


dt. 


< e . 
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用反证法.若 J ^°° da : 对于 o € (0, bj —致收敛，则对任意给定的 e > 0,存 

在 Mo 〉0,使得当 t > M ◦时，对一切 a e (0,6) 同时成立 

在上述积分中作代换 ar = «，然后令 a ->0, 就得到（其中利用 §5.4.5 的例题 3) 


lim 


•+oo 

JM 


sin ax 


dx 


=lim 


iin 肀 +r 肀心 


= 2~^ 


cos aM — 


这与 e 可取任意小相矛盾 .口 

解2 ( a ) 用狄利克雷一致收敛判 别法. 一方面，对于0 < a < a < 6有 

sin ax dx 

JM 

另一方面，有 ^ lirn ^ + = 0,且与 参变暈 a 无关，因此即知道一致收敛的结论成立. 
( b ) 将积分记为 1( a ), 则有/(0) = 0.对于 a > 0,作变量代换 a:r = £就得到 


OiM^ 2 
-彡 了， 


叫 r" 


sin ax 


dx 


.+ 
. o 


sint _ n 

- r dt -2- 


W 此对于 6 > 0, 函数 /( a ) 在区间 [0, b ] 的左端点不连续，从而用含参变量广义积分的 
连续性定理知道，积分在 [0,6 j 上不一致收敛.这也就同时推出积分在 
(0, 6] 上不一致收敛 .口 

注初学者易犯的一个常见错误是对于 a >0 作上述代换 aa : = i 之后，从等式 


，⑷ = r " 


sin ax 


dx = 


^oo 
. 0 


sin 亡 




的右边积分与参变 S a 无关，就认为左边的积分对所有的 a > 0 —致收敛.这也说明含 
参变虽积分的一致收敛或不一致收敛的结论，在作了与参变量有关的变最代换之后，有 
可能发生变化. 


习题 3755.3 证明： 积分 


在区间1 < a < + oo 上不一致收敛. 


I ： 


dx 


x a 


解用反证法.设木题的积分在 a € (1， + oo ) 上一致收敛，则根据一致收敛的柯西 
准则，对于任意给定的 e > 0,存在 M ， 使得当 b f > b > M 时对一切 a > 1成立不等式 

£ '^+ T d3：<e - 
利用左边为含参变量 a 的常义积分，令 a — 1,就得到 

t#T d “ e ， 

而这与积分^> = +00相矛盾 •口 

注本题的内容可以推广为一种方法（或一个命题)，即对于含参变量 a 的广义积 
分来说，若该积分在点 a = a 0 处发散，则在以该点为端点的开区间（以及包含该点的任 
何区间）上一定是非一致收敛的.这里只要求被积函数连续即可. 
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习题 3760( a ) 研究积分 


r ax dx 在区间0 < a < + oo 上的一致收敛性. 


解1由于 


[ + °° ^- dx 收敛，而 e - Q " 对于 a : 单调，且从0彡< 1知道它关 
于 x € [0, + oo ) fo , + oo ) 一致有界，因此用阿贝尔一致收敛判别法（命题 7 . 2 )就 

可推出积分关于 a e [0，+ oo ) —致收敛 •口 


解2由于对任意的 0， fc < b ' 有 

J 6 sin xdx =| cos bx — cos b f x \ < 2, 

而•关于 a ； 单调，且从0 < ^ 可见，当 x -► + oo 时，它关于参变量 

aG [0% oo ) —致收敛于0,因此用狄 A 克雷一 : li [收敛判别法 （即命题 7 . 3 ) 就可推出积分 
关于 a €[0，+ oo ) —致收敛 .口 


习题3768研究积分 1 sin H 在区间0 < n < 2上的一致收敛性. 


提示注意当 n =2 时 

f 1 sin 丄与 = - cos — = - cos 1 + lim cos 丄 

JO x X 2 工 +0 a:— 十 0 X 

的极限不存在，因此广义积分发散.以下可仿照习题 3755.3 的解法证明本题的积分在 
0 < n < 2上不一致收敛 .口 


习题3769研究积分 P , xQ 、 d 尸在区间 M <去 h 的一致收敛性. 

Jo ^/(x - l)(x — 2) 2 z 

提示 a : = 1,2为奇点， a : = 0 在 -+< a <0 时也是 奇点. 可将[0,2]分拆为几个 
区间，每个区间上的积分最多只有一个奇点，然后分别用强函数判别法 .口 


7.2.3 含参变量的广义积分的极限与连续（习题 3772-3783) 

本小节的习题实际上已经是一致收敛性的应用，但其中有不少习题可以用较简单 
的方法求解. 

习题3772在下式 

lim f + °° ae~ ax dx 
a-^+o Jo 

中把极限移到积分号内合理吗？ 

解一方面可直接计算得到在 a >0时有 

f+OO 十 

ae- ax dx = -e~ ax =1 ， 

Jo o 

另一方面则有 

[ + °°( Um ae ~ QX ) dx = 0, 

Jo +0 / 
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3741-3783 



因此将求极限与积分交换顺序是不合理的 .口 

~注由含参变量广义积分的连续性定理可推出，对任何 a > 0,含参变 fl 广义积分 
| 0 +O ° ae -^ dx 在区间 [0, a ] 或者 (0, a ) 上都是不一致收敛的. 

°在《习题集》中的习题 3754( b ) 就是证明本题的积分在上不一致收敛，然而 
在连续性定理中的一致收敛只是充分性条件，因此这不能作为本题的极限不可移到积 
分号下的根据. 

习题 3774.1 证 明：若 f ， (x) 在 ( a ,- foo ) 上绝对可积，则存在 ^ Hrn ^ f{x). 

解本题的条件只需要 /'( rr ) 在 [ a , 4- oo ) 上可积就足够了.这时在有界区间 [ a , A ] 
上可用牛顿-莱布尼茨公式得到 f f\x)dx = f(A)- /( a ), 然后令 4 4 + oo , 由于其左 
边的极限存在即可推出存在 /(+&).□ 

习题 3774.2 证 明：若 f(x) 在 (0, + oo ) 上绝对可积，则 

Jlira ^ j ^ f(x) sin nxdx = 0. 

解（木题是 §5.4.5 的黎曼引理（即命题 5.9) 的推广，其中 n 可改为连续参数 .） 对 
给定的 e > 0,由于 /(: r ) 在 （0, 十 oo ) 上绝对可积，存在 M ， 使得成立 

r°°!/(^)|da: < e. 

JM 

于是有 

J^°°/ ⑷ sinnxda:| < I f /(x)sinnxda:j 4- \f{x)\ dx 

< I J /(x) sin nxdx I •+• e. 

令 n 4 oo , 对右边第一项用黎曼引理，知道其极限为0,因此就从上式得到 

lim j | /(x) sin nxdx < e. 

由于 e >0 可取任意小，因此得到所求的结论 .口 


习题3775 (控制收敛定理）证 明：若 （1) 在每一个有限区间 （ a ,6) 内 f(x,y) ={ 
f{x,yo) (y 2 / o )； (2) |/( x , y )| ^ F{x) y 其中 r °° F(x) dx < + oo , 则 


r f+OO 

f{x y y)dx = lira f(x,y) dx. 

Ja v^yo 


解由 t 件 （1) 可见上式右边积分号下的极限可简单地记为 f { x , y 0 ). 从条件 （ 2 ) 
可见积分 /( x , y 0 ) dx 绝对收敛.对于参变量 2 /的范围不妨设为点 ㈧ 的一个邻域 
O s ( yo ). 由秦件 （2) 可见，对于给定的 e > 0,存在 M > a ， 使得成立 

j + J > \ F ( x ) ldx < f . 

由此可知， 当 ye O s { y 0 ) 时同时成立 
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1IT 及 |二 i/( x ， 2/o )i da： < 

然后即可估计 如下： 

| +OC f ( x , y ) dx - J +OC f ( x , 2 / o ) drr|^jJ f { x , y ) dx - f ( x , y 0 )dx 

+ [ + °° |/( x , y )| dx + r °° \ f ( x , y 0 )\dx 
JM Jm 

彡 JT Mb ， — ,( x ， yo )l 如 + 鲁& 

利用 f ( x ， y)=i /( x , 2 / o ), 存在 0 < r ; < (5, 使得当 |y - y 0 | < r ; 时，上式右边的第一项也 
小于从而左边的积分在这时小于 h 这就是所要求证的结论 •口 

注若假设 /( x , 2 /) 在 [ a , + oo ) x O 6 ( y 0 ) 上二元连续，则就与一般教科书中的含参 
变景广义积分的极限定理或连续性定理没有差 别了. 这时题设的一致收敛条件是多余 
的，代替它的是用含参变量常义积分的极限或连续性定理. 

习题 3776.1 (欧拉-泊松积分）利用积分号与极限号互换，计算积分 



dx . 


解记函数序列 /n(x) = (l + ~^ _n (n=l ， 2,...), 则（仿照 §1.2.3 的习题69之 
解 2) 用平均值不等式就得到 


fn ( x ) 


4)、[響] 


= 1. (1 
=( -右 r = 


n+l 


/ n + “ X ) ’ 

因此函数列 { fn { x )} 单调递减收敛于 ( T 1 ' 用 §5.8.2 的命题 5.14 之推论，就有 

dx = lim r °° (l + —)~ n dx . 

Iq n->oo Jo V ^ / 

在右边的积分中令 ：r = v ^ tan 0, 然后用沃利斯公式就得到所求的 答案： 

r+oo 


(1 + dx = y/n 2 (1 + tan 2 d)~ n sec : 


ede 




=vAi 2 

JO 


^ n -^ede 


j — (2 n — 3)!! % y/u ( 

= 1 (n 


)).□ 


注由于本题的积分在概率统计中的重要地位，因此常称为概率积分，此外还称为 
高斯积分等.这个积分有多种计算方法.下面列举文献中常见的几种主要方法. 


( a ) 将习题3775 (控制收敛定理）中的2/改为 l / n } y — 如改为 n 00 ,则也成 
立相应的结论.这时该题中的条件 （1) 由 §5.4.2 的习题 2760( a ) 提供，而条件 （2) 可从 
f n ( x ) ^ /! ( x ) = — ^-得到，其余计算与上述解法相同. 

1 十 X 


含参变量的广义积分.积分的一致收敛性 


( b ) 先证明一个简单不等式1 - x 2 ^ e -" 2 ^ b 彡 0 )，然后用夹逼方法，见 

丨 111 第二卷第492小节之 2°. 

⑷在 [32] 的例题 12.3.7 中的方法来自于 美国数学月刊 第63卷（1956)，35-37页. 

( d ) 在数 学译林 第 24 卷 (2005) 的第1期的 92-94 页又刊登了一个新的证明，但本 
质上与上面的几种方法差别 不大. 

( e ) 在 [11] 第二卷522小节之3°中的方法即是在 §7.3.2 中的习题 3803. 

( f ) 公认为最简单的计算方法是用二重广义积分的方法，见 §8.9 的习题 4175. 

习题 3776.2 设/( X )在 [0，+ oo ) 上连续且有界，证明： 

1: — 2 r +°° Vf ( x ) 


lim ” 

卜 0 JC Jo 


+ 2/- 


dx = /(0). 


解（概要）若本题的积分上限改为1,则从 §7.1.1 的习题3712的解2就得到① 

為£薄如=号解 

因此这两题在木质上没有多少差别，只是在这里要证明 

lim p ^ i£)_dx = 0 

!/—+ 0 J 1 x z -\-y z 

(其中积分下限改为任意的 5 > 0 都成立).由于 /( rr ) 在 [ l ，+ oo ) 上有界， H 接计算即可 • 
若要将习题3712的解2改写成本题的解也是不难的 .口 

习题於 77 - 1 求土 r ^ r . 

提示将积分分拆 如下： 

dx _ r 1 dx , r +o ° dx 
Jo X- + 1 x n + l. 

然后利用右边每一个积分的被积函数关于 n 单调，因此可以用 §5.8.2 的命题 5.14 之推 
论（它对于常义积分和各种类型的广义积分都是有效的）分别求两个积分的极限•口 

习题 3777.2 证明： 积分 F ( a ) 是参变置 a 的连续函数 • 

提示对积分作平移代换 a ： - a = «即可求出 F ( a ) 的表达式 •口 


习题3781研究函数 F ( a ) = £ f ff 1 — dx 在0 < a < 2 


内的连续性. 


解由于被积函数在积分区间 [0, tc ] 上关于 x = f 为偶函数，因此 （§4.2.5 的命题 
4.9 可推广到广义积分）就有 


F ( a ) = 2 


(it - a ;)。 


dx . 


再将上式右边的积分作分拆，得到 
①且可看出除非/(0) =0,本題的极限 


0应当修改为 y 4 +0. 
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lF(a) = |；^^dx + jf^^dx. (7-6) 

由于右边第二个常义积分是《的连续函数，因此只要讨论右边的第一个积分 • 

由于连续性是函数的局部性质，因此只要任取点 a 0 € (0,2), 证明上述积分在 
该点连续即可.取5 > 0充分小，使得 [ a 0 -5， a 0 + (5 j C (0,2), 则在 rc € [0, 1】和 
a € [ao — S , a 0 + S ] 时就有 

sinx < 1 ( 1 

X Q (7C- xY 、 ojU 、 x aoJt6 ~ l • 


由于 ao + J - 1 < l , 因此积分 £ 收敛.于是用上式右边的函数为强函数就知 

道 (7.6) 右边的第一个积分在 allao - S^o + S ] 上一致收敛，从而于点峋连续 .口 


注积分£ x ^ n^xr d 2： 仅当 a € (^ 2 )时为广义积分，否则为常义积分，为简 
明起见以上解法°中不对此作区分. 


习题3782研究函数 F ⑷ = 在 0< a < l 内的连续性. 

提示本题的含参变量积分有无限多个奇点，这时一致收敛性的定义本身都需要 
另行考虑，更谈不上使用平时只对单个奇点提供的一致收敛性判别法或连续性定理等 
工具.然而通过将 F ( a ) 改写为下列无穷级数的表达式后可以克服这个困 难间： 

dx 

dz, 



以下的讨论从略 .口 
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§7.3 广义积分号下的微分法和积分法（习題 3784-3840 ) 

内容简介本节将一般性的计算题归 入第一 小节，将几个著名的含参变量的广义 
积分的习题集中在一起作为第二小节，又将一些应用题列为第三小节. 

在以下的表格中列出几个重要的广义积分，其中除第一个之外，均将在第二小节中 
作出证明.表格中的这些积分在今后的许多习题计算中均可直接引用. 


3789弗鲁拉尼积分 

ho ° /(?£WM dx = /( o)inA (a>0 ， b 〉 0 )， 


其中 f ( x ) 连续，积分 ^ dx 对任何 ^ > 


0 收敛; 


3803 欧拉-泊松积分 


dx = 


一也 


3812.1 狄利克雷积分 |^°° b1 ^— dx = y sgn 
3825 拉普拉斯积分 £°° fe " |a| ； 

3826 拉转拉斯积分 |^°° 

3830 菲涅尔积分 


xsin 


^- dx = ye " |a| sgn a ; 


•' os(x2) 如 = 士 n 如 = 吾 


(7.7) 


下面列出在积分号下求导和求积的主要命题. 

命题 7.4 (积分号下求导定理）若 /( x , 2 /) 及其偏导数 以 x , V ) 在区域 a ^ a : < 
+ oo , yi <y < V2 内连续，积分广^/⑽冲收敛， 厂"°乃(工，2/)如在（的，2/ 2 ) 上一致 
收敛，则在1/ € (2/1， 2/2) 时有 


d 


dy 


r/i 

« a 


命题 7.5 (积分顺序交换的第一定理）若 /( x ， y ) 在区域 a ^ x < + 00 , c < y ^ d 
内连续，积分 j + °°/( x ， 2 /) d:r 在 y € Mj 上一致收敛，则有 

广 dy | + °°/( x > y ) da : = | + °° dx f { x , y ) dy . 

命题 7.6 (积分顺序交换的第二定理）若 f ( x y y ) 在区域 a < x <+ cx >, c ^ y < 
+ oo 内连续，且满足以下三个条件： 
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(1) 以 2 /为参变量的广义积分 { °° /(^, y ) dx 在 y e ( c , + oo ) 内的任意有限区间上 
一致收敛； 

(2) 以 rr 为参变量的广义积分 pVkWdy 在 : re [ a ，+ oo ) 内的任意有限区间上 
一致收敛； 

(3) 在 [ +0 °dy r °°|/( x ， y)|dx 和 [ + °°dx |/( x ， y )| dy 之中至少有一个收敛; 

Jc Jo Ja Jc 

则有 


. 十 oo 十 oo f+oo r+oo 

dy /( rr ， y ) dx = \ dx f { x , y ) dy . 
s c Ja Ja Jc 


对于 / 为非负连续函数的情况，比命题 7.6 的应用要方便得多的是下列推论. 
推论若 /( x , y ) 在卜 + oo ) x [ c , - foo ) 上非负连续，且以下两个含参变暈积分 

和 P °° dx 

分别在 x ^ a ^ y ^ c 时连续，则有 a 

dy /( z ， y ) dx = dxj : 00 /( x ， 2 /) dy . 



7.3.1 含参变量的广义积分的计算（习题3784-3802, 3804-3811, 
3812.2-3824, 3827-3829, 3831-3834) 


习题3784利用公式 


f 1 dx = i (n > 0) 计算积分 

■ 

= £ x n - Mn m xdx (m 为正整数). 


解本题的参数 n 的变化范围为 (0,+ oo ). 利用 

盖 产 1 = n ， 

可见若求导与积分可交换顺序，也就是可以在积分号下求导，则只要在所给的公式两边 
对 n 求导，即可得到 

-ti xn ~ idx ^\ i 0 ( 去广 】) 如 = jy — 1 iaxdx= -^- (7 . 8) 

用数学归纳法可以证明，如果左边对 n 的任意次求导均可以与积分运算交换而在积分 
号下进行，则就可以对每一个正整数 m 得到 

dm r 1 — 1 dx = J 1 a ： - 1 ln--- (_ 1)mm ! 


dn } 


•l 
, o 


dx 


于是余下的问题就是验证上述运算的合理性. 

由于可求导为函数的局部性质，因此只要对任意一点 n 0 >0来讨论.取5 > 0充分 
小，使得邻域 O s ( n 0 ) C (0，+ oo )， 则当参变最 n € 时，在下列不等式 

I : 71 ’ 1 lnx | ^ \ x n °~ s ~ l lnx | = — x no_5_1 lnx (x € (0,1]) 

中，右边的函数在 （0, lj 上可积，因此可用作为强函数，从而保证了 (7.8) 在 m = 1时的 
合理性.对于 m > 1时的证明是类似的，从略 .口 
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注这里要强调的是，在积分号下求导数定理（即命题 7.4) 中，使得 

念广 /( X ， y ) drr = f ;( x ， y)dx 

能够成立的关键条件是上式右边的含参变量积分的一致收敛性.这一点与函数项级数 
的逐项求导定理是相同的（参看 §5.4.4 的习题2792的注以及 §5.4.5 的 1(3) 中的说明). 
此外，从 §4.2.6 的习题2286及其注，可见本题的积分也可以用递推方法来计算. 

习题 3785 利用公式 

lo = 2 ^ {a>0) 

计算积分 

正整 数). 

提示本题的积分与习题3784类似，除了用题中提出的对含参变量积分的微分法 
之外，还可用分部积分法导出递推公式后求出答案.此外，用代换 x = v /5 tan 0 的计算 
方法可能更为便捷（参见 §7.2.3 的习题 3776.1 的计算的最后部分) .口 

习题 3786 证明： 狄利克雷积分 

当 a / 0时有导数，但是不能利用莱布尼茨法则来求它. 

解作代换⑽= 2/，利用 j ( l ) = f •(见 §5.4.5 的例题3或表格 (7.7) 的第三个积 
分)，并考虑到八岣是奇函数，就得到 

f 号 ， oc > 0 } 

= < 0, Q = 0, 

[- y , a < 0, 

也就是 1( a ) = f sgna . 由此可见当 a # 0 时有 I f ( a ) = 0. 然而若用莱布尼茨法则，即 
积分号下求导，则所得的积分 

re (亨)卜 

对每一个 a 都是发散的 .口 

注与此相似的是函数项级数£ 的和函数，它于 x 不等于271的整数倍的 

所有点处可导，但不能通过逐项求到（见 §5.4.5 的例题 1). 这说明一致收敛性只是 
保证含参变量的广义积分（或函数项级数的和函数）可导以及莱布尼茨法则成立的充分 
性条件.同时这也表明，能否在积分号下求导的关键是看 [ + °° f ^ y ) dx 的性质如何. 




含参变量的积分 


习题3788 从等式 


出发，计算积分 


r 


dx (a > 0,6 > 0). 


(7.9) 


解1不妨设0 < a < 6. 将所给的等式代入上述积分并交换积分顺序就得到 

|^°° dx J 6 e — ^ dy = £dy j ^°° e '^ dx . (7.9) 

由于上式右边的内层积分°在0< = <2/< &时吴 ° 

r l |I=+QO 1 

e - Mdx : -丄 e — 巧 = 丄， 

y lx=o y 

因此即可计算得到 (7.9) 的积分值为 In 

余下的问题就是 （7.9) f 的顺序 交&否 合理.为此只要验证命题 7.5 中的条件，即 
含参变量 y 的广义积分即 drr 在 y e 上是一致收敛的.由于在 ye ㈨ 叫时 

有 e -即 < e _ a 〃 成立，因此用 e _ a 〃 为强函数即可 .口 

注在写出木题的上述解时，与前面的习题3784的解一样，我们将一致收敛条件 
的验证放到最后.这是因为在很多类似的问题中，我们往往先尝试积分号下求导或求积 
的方法是否能够奏效.只有当这样的方法能够成功时才需要去检验条件是否满足.因此 
这两题的解法中都按照这样的思路来写. 

解 2 (概要）本题的积分也是下一 个习题 3789的弗鲁拉尼积分的特例，因此可以 
直接用该题中的公式，或者用该题中的方法求解 .口 


习题3789 (弗鲁拉尼积分） 证明公式 

r / ㈣ 二 ㈣ 如=/⑼ • ln 


( a >0,6>0): 


r 


解取5 > 0,则以下运算中的积分均存在，于是有 
r + °° /㈣ 一 f { bx ) _ f +~ /( ax ) [ 


00 / ㈣ - /㈣ dx = 厂 /㈣ dx 
x 


、+oo 

6 


Rbx ) 


dx 


m 


= £平也 =/( 0 =/( 伽音， 

其中 C 在和 M 之间. 令 5 — +0,由于 f ( x ) 于点 a ; = 0处右连续，因此就得到所求 
的公式 .口 

注弗鲁拉尼积分的介绍见 [11] 第二卷的495小节①，其中除本题的情况之外，还 
有以下两种 情况： 


； 较为详细介绍弗魯拉尼积分的历史及其有关文献和发展的论 文有 ： Juan Arias - de - Reyna , On the 
rem of FYullani，Proceedings of AMS , v . 109, no.l (1990) 165-175 - 




(1) 若将本题中积分 -^-dx ( A >0) 有意义的条件改为存在 /(+ oo ), 则公式 


f{aX) ； fibx) - dx = [/ ⑼一 /(+ oo)j In A ( a >0,6>0); 

(2) 在情况 （1) 的条件修改之后，若又将本题的 f ( x ) 的连续性条件削弱为在 
(0,十 oo ) 上连续，但存在积分 f dx (A > 0), 则公式为 

r °° /(QX) ~ /(6x) dx = /(-f oo ) - In - g - ( a >0,6>0). 

JO x 0 

以上两种情况的证明与习题3789中的证明是类 似的. 取 △ > J 〉0,对于情况 （1), 
从积分= / ㈣ ^ f { bx )_ dx 开始； 对于情况（ 2 )，则从积分 drc 开始. 


习题3792利用弗鲁拉尼公式计算积分 

f +°° arctan ax — arctan bx 


dx (a > 0,6 > 0). 


解 1 令 f ( x ) = arctanx , 则有 /( 十 oo ) = f ，用上题的注中的情况⑴就知道答案 

为 K •口 

解2将所要求的积分改写为 


r 


(晉- 


arctan frx 


)-( 号- 


arctan ax 


drr ， 


则可取 / Or ) = arctan x , 并在区间 [ A , + oc ) (A > 0) 上将与可积函数 

作比较，从洛必达法则有 

fix ) n 1 

o' - ardanx - y— 

lim — z — = Iim - ； -= lim - z -= 1, 

X-f+OO 1 X-f+OO 丄 X-> + OQ 1 

X 2 X X 2 

可见满足习题 3789 中的条件，因此答案为/(0) In | = fln -|-. □ 

解3利用 


arctan ax — arctan bx = f * . 

J*> 1 + 


即可用积分号下求积分的方法汁算如下: 
f +0 ° arctan ax — arctan 6 x j _ f 


•+oo 
. 0 


dX = \l 1+xV = j6 d2/ L MW 

= £(i arctan:r Co 00 ) d?/ 


余下的是验证含参变量 y 的广义积分关于 y € (或 y € [6, a ]) 的一 
致收敛性（即用命题 7.5). 为此用 — ^为强函数即可 .口 
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习题3794利用对参数的微分法计算积分 




dx (a > 0,0 > 0). 


解1 (概要）将积分看成为 a 的函数，记为 /( a )， 而将> 0作为固定的参数，则 
可验证命题 7.4 的条件满足，从而可在积分号下对 a 求导得到 

，'心 r [去(^^) 2 卜 

r p-(o+^)x _ p — 2 ai 

- i -乜 

然后即可用弗鲁拉尼积分公式（或习题3788的答案）得到/ 7 ( a ) 的表达式.再利用 
1 ( 0 ) = 0,即可求出 /( a ). □ 


解2用分部积分法就有 



= 2a C 


-(a+/9)x _ 


C °( 

dx + 2 ^J 


- QX — 


)-(-ae- ax +/?e-^)dx 


-(a+^)i _ o -20x 


dx. 


对最后的两个积分分别用弗鲁拉尼积分提供的公式就得到答案为 2 aIn -2 a 


2 卢 li 


2/3 


歹+ 


+ 0 ' 


□ 


习题 3800 计算积分 f 00 } dx . 

解若0 = 0 ,则积分发散.因此只需讨 论卢# 0 . 这时用比较 
判别法即可知广义积分收敛/为简€起见，先限制 a ^ 0, ^ > 0. 以下分几种情况. 

(1) 对于泛 > 0, a = 0,则可作代换 x = 0 t 得到 

上式右边的第一项为对第二项则可将其中的积分分拆为在区间10, 1] 和 [ l ,+ oo ) 
上的两个积分，并对其后一个积分作代换 i == 1/7%然后将 r 改记为 Z ， 这样就 得到： 

叫:恶叫 

= te di -te df =°- 

(参见 §4.4.1 的习题2344的解2及其注 .） 于是积分值为 




.3 广义积分号下的微分法和积分法 


(2) 以下讨论0 > 0和 a > 0的情况.将积分看成为 a 的函数，记为 1 ( a ), 而将 
( 3 > 0 作为固定的参数，则可用命题 7.4 证明 /( a ) 可在积分号下求导.为此先观察积分 
号下求导得到的积分 


r 


_ 2 a 

( a 2 ^ x 2 )( 0 2 + x 2 ) 


dx ， 


可见对任何 a 0 > 0,只要取0 < cn < a 0 < a 2 , 就可以用强函数 

明上述积分在 [ a 1? a 2 ] 上一致收敛.由于 a 0 的任意性，即得到 

- [ + °° 2adx _ 

W ~Jo (c^ + xW + x 2 ) 


2 ao 


(af + x 2 )(/5 2 + x 2 ) 


_ 2 a dx _ 

( a 2 + x 2 ) C 8 2 + x 2 ) 


=為(去 


肌加 | — 万 arctan 


f)i 


注意到在以上推导过程中要求 a ^/ 3 , 然而由于 r ( o ) 在 (0,+ oo ) 上连续，因此最后的 
结果对于 a = 0仍然有效. 

由 a > 0时的 f ( a ) 的上述表达式即可积分得到 

/( a ) = |- ln(a + / 5) + C (^), 

其中待定常数 C 03) 需要通过计算 /( 奶来确定.作代换: r = /3 tan 6 就有 

JL JL 

=含 J 2 \ n { 0 2 sec 2 0 ) d 9 = 1 2 In cos 6 d 6 

= 學 - 責 _(_f ln2 ) = | ln ⑽. 

其中最后一个积分可以作代换变成 §4.4.1 的习题 2353( a ) (欧拉积分). 

由此可见 C ( 0 ) = 0,于是当 0>0和 a >0 时， 1 ( a ) = ln(a + 0 ). 

综合以上讨论，并去掉 a ，/3 > 0的限制，就得到 答案 ： 0 = 0 时积分发散，0 # 0时 
积分值为 jpln (| a | + PI ) •口 

注由以上结果可见， 1 ( a ) 在 a = 0连续.若先建立这个事实，就可利用 7(0) 的值 
求 1 ( a ), 从而不必计算 1 ( 0 ). 然而由于积分在 a = 0 时多了一个奇点 x = 0, 在连续性 
讨论中需要将积分分拆为 [0,1] 和 [ l ,+ oo ) 上的两个积分后分别讨论（或用他法). 


习题3807利用欧拉-泊松积分求积分 




dx (a > 0). 


解1将积分记为 1 ( a ). 利用强函数方法可以验证在 a >0 时在积分号下对参变量 
a 求导的条件满足（细节从略)，于是就有 
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n 叫卜 . 

对上式右边的积分作代换 x = f , 于是就有 

I'(a) = —2£°°e - ( t2+ ^") dt = -27(a), 

这样就得到在 a >0 时的表达式= Ce~ 2a , 其中 C 待定 • 

由于欧拉-泊松积分提供了 /(0)= 冬、 因此若 /(a) 于点 a = 0处右连续，则就可 
确定 C = /(0),从而得到 

/⑷ = 夺 - 2 ' 

然而 f ( x ， a ) = e _ ( l2+ ^) 在 x > 0，ci = 0时等于 e^ 2 , 当 x +0时极限为 1, 
而在 (2 > 0，a: = 0时只能连续延拓为0,因此二元函数 /(a：，a) 不可能连续延拓到点 
x = 0，(z = 0处.这样就不能用普通的连续性定理来证明 /(a) 于点 a = 0处右侧 连续. 
为此我们将直接证明 ® 


a lim o /(a) = /(0). 

对任意给定的 e > 0,取 (5 > 0将 |/(a) - /(0)|分拆估计 如下: 


/(a)- /(0)| = | e- x \c 旮一 1) dx 

< 2j^e- lJ di+ I j^°°e- ia (e 


_ o ^_ 


l)dx 


其中设所取的 s >0 已使得右边第一项小于 *!• 然后可看出右边第二项的积分于 a = 0 
时等于0,且关于 a € [0,十 oo) —致收敛，因此是 a 的连续函数，从而存在 r? > 0,使得当 
0 < a < r? 时，该积分的绝对值也小于号.这样就证明了 /(a) 于 a = 0处右侧连续 .口 

解2根据 §4.4.1 的习题2355,当 a>0, 6〉0时有 

°° f (ax + ^ dx = + +4ab) dx, 

其中假定等式左端的积分有意义.于是本题的积分可计算如下： 


r 


r 


= e i ； 


厂 (x 2 +4a) dx = 


vs 


□ 


解 3 与其用习题 2355 的公式，不如学习其中的方法.为此先作代换0：=子，则有 


r 


- (* 2 + 兽 ) dx- f+' 一 


=1 

-ir 


f dt 

-㈣ (1+ 含) 


①这曾被某高校用为考研题. 


将最后一个积分中的指数函数改写为 

e -( M ) 

然后对该积分作变量代换 U = x -今 .当 0 ：从0递增至 +00 时， W 从- OC 递增至 + 0O , 
du = (l + -\) dx , 于是得到 

X 

• \pk. □ 

习题3808利用欧拉-泊松积分，求积分£~°° e - Qz 2 . - e ~^ 2 , dx ( a >0 ,^>0). 
提示用分部积分法计算即可 .口 




习题3809 


利用欧拉-泊松积分，求积分 * 

. c 


cosftxdx (a > 0). 


解将积分看成为参变量6的函数，记为固定 a >0. 

由于积分的被积函数有强函数 e — 2 , 因此对 fc 在任意区间 h —致收敛， 
从而是6的连续函数.当6 = 0时可利用欧拉-泊松积分求得 

/(0)=| o +0 °e-^dx = ^. 

若积分/(6)对6求导可以在积分号下进行，则就有 
J’(b) = | f ^e~ ax2 cosbx^dx 

= 广(一 xe^ ax2 sin bx^ dx 


=-Tf-e 


2^ 


+ 00 f +00 2 h 

sin bx ^ — c~ ax cosbxdx = 


这是一阶常微分方程.将等式 m + -^ l ( b ) = 0乘以 為 ，就得到 

e ■&剛+去卿=盖 [ e 知增1 = 0， 

因此就可得到 7(6) = ☆—■&，其中 C ， 定.用 fc = 0代入可见 C = J (0). 利用前面已 
经求出的 7(0), 即得到/⑼= 

余下的问题是前述计算 r ( b ) 的合理性.由于对积分|^°°( - a ; e -^ 2 sinte ) da ; 只 

要用 xe — 2 为强函数就可知道此积分对于&在任何区间上一致收敛，从而根据积分号 
下求导的定理（即命题 7.4) 知道，这个积分等于 V { b ). □ 

注初学者在解本题时的一个常见错误是只验证积分 /(&) 的一致收敛性，并从 
r ( b ) = ~^ I { b ) i 人为不必检验命题 7.4 的主要条：件了，这是将@果颠侄 j 的错误 • 
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习题 3812.2 积分正弦被定义为 

Si ( x ) 

函数 2 ； = Si ( x ) 的图像大致具有怎样的形状？ 


sint 


dt . 


提示这是奇函数，其 x 彡0的部分见 §4.11 的习题2545的附图及其说明 .口 


习题3813 


求积分 


e 


— cos 0 X 


X A 


dx (q > 0). 


解用分部积分法并利用表格 （7.7) 中的几个著名积分，即有 
e— 2 - cos^x dx = -丄 (e -W _ cos ^)p 

X 工 ■ o 


j : 


=叫: 


r 去(- 


—ax 2 


f foe 

dx -f-/3 J 


2 axe^^ x + /? sin (3 x ) dx 
sin 0 x 


x 


dx 


=-“+号 I 外 □ 


习题 3818 求积分(^ 1 ^) 3 dx ' 


解记积分为 J ( a )， 则由于它是 a 的奇函数，又可以用变儇代换 t = ax 将 
其简化，从而有/⑹= 7( l ) a 2 sgriQ = /( l ) a | a |, 于是只 要计算/( I ).利用恒等式 
sin 3 a : = A sinx - sin 3 x , 即可用分部积分法计算 如下： 


叩)= r 


dx 


=— | (cosx — 

sinx 


= -击 

:)l 


+oo 1 

n 

+0 ^ 

+oo o r+ oo i 

cos 3a:、I 4 - I 




cosx — 


1 

4 


cos 3 x 


) da ; 


8 Jo 


x 


(—sinx -f 3 sin 3 x ) da : 




f+oo 


dx + 3 J 


sin 3 x 
x 


dx )= 


3 tc 

8 


于是得到 /( a ) = fa | a | •口 


注对于形状为的广义积分，其中 m ， n 为正整数，在该积分收敛 
的前提下，都可以用类 It 的方法计算. 

习题3822求积分 \ l °° e ~ kX — ? ^2 in -^ dx ( A ：^0, q >0,/3>0). 

解（概要）此题有多种解法，这里推荐的方法是先用积化和差公式 

sin ax sin 0 x = - i -[ cos(a — 0 )x — cos(a 4 - /3) x ], 

且不妨设 a ^ /3, 并记 a = a - P <b = Q -\-0 ) 于是就有 

cos(a — /3 )x - cos(q 4 - 0 )x — 


七 

sin tx d 亡， 

.a 


X 


.3 广义积分号下的微分法和积分法 



3784-3840 



从而所要求的积分就变成为 

f +oc 一 k x sin ax sin 0 x 


£°° e -^ sinaxsinffx dx = j-^dx[ sinfxdt. 

然后用命题 7.5 交换积分顺序，并利用 §7.3.2 的习题 3812.1 中&解2的结果 .口 


习题3828计算积分 ( ^| } 2- dx . 

解 1( 概要）将积分分拆 如下： 

f +QO cos ax Hr _ f + °° [(H 

Jo io — 


) — x 2 ] cosax 


.dx 


Jo ( l + x 2)2^_ J 0 ( l + x 2)2 ^ 

r cosax f + °° a : 2 cos ax 

TT^ dx ~Jo TTW dx * 

上述最后一式的第一个积分为表格 (7.7) 中的拉普拉斯积分，第二个积分可以通过分部 
积分归结为拉普拉斯积分. □ 

解 2 (概要）将积分记为 /( a ), 则可以用命题 7.4 在积分号下求异得到 I f (a) y 并通 
过分部积分将它归结为拉普拉斯积分，然后再积分得到 1(a). □ 

解 3( 概要）不妨先设 a >0. 利用拉普拉斯积分可以得到含有-个新的参变最 
6 > 0的如下积分 

将其两边对6求导（其中在积分号下求导需要验证命题 7.4 的条件满足)，即得到 


-26 r 
. 0 


=一会， 


… Jo ( rr 2 +飞乎 _ 一 _ 2 &P 一百 e • 

最后用6 = 1代入即得到 a >0 时的积分值等于 j(l + a ) c -°. 由于原积分为 a 的偶函 
数，因此答案为 + 吃口 


习题3829 


计算积分 J :°° 


26 x + 


dx (a > 0 ,ac — b 2 > 0). 


提示引用表格 （7.7) 中的两个拉普拉斯积分的结果就可以计算习题 3829 及（可 
转化为）以下形状的两类积分（在收敛的前提 下)： 

|• 十 OC f+OO 

J R{x) cos ax dx, J i?(a:) sin ax dx， 

其中 R ㈤ = -M- 是有理分式 函 数，且其分母 Q(x)* (-oo,+oo) _t' 没有实根.为此 
只要对 R(x) 作部分分式分解即可（参见 §3.2.1 的命题 3.2). □ 

7.3.2 几个著名广义积分的计算（习题3803, 3812.1， 3825-3826, 
3830) 


本小节的几个积分不仅都有多方面的应用，而且在它们的计算中也经常出现经典 
的定理（指本节开始列出的命题 7.4-7.6) 难以直接应用的情况，从而需要配合其他技巧 




才能解决.其中比较重要的方法是： （1) 引入收敛因子， （2) 将积分区间从无限改为有限， 
然后再取极限. 


习题3803 (欧拉-泊松积分）从公式 

叫 r 叫 : 


出发，计算积分 / = f 


解若公式右边的积分顺序可交换，则就有 

/ 2 = | 0 + °° xe- 2 dx^°° V dy = dy J ( 


Y ⑽ 2 )心. 


(7.10) 


上式右边的积分可直接计算 如下: 




…如 = r 卜 


2(1 +2/ 2 ) 


〆 ㈣ 11 :::、 


从而就得到 / = 




余下的问题是证明 (7.10) 的合理性.由于木题的被积函数非负连续，因此只要验证 
命题 7.6 的推论中的条件是否成立. 

直接计算得到 


〜 2 d 切 2 ) dy 


= /^ e " x2> X>0> 

\ o , x :0, 


可见在 


在 re = 0 处不连续，因此这个积分不可能关于: r € [0,41 04 > 0) —致收敛. 

为避幵点 x = 0,取 x 0 > 0,则上述计算表明枳分 pxer 3 ^ 1 ^) 办在 rO 抑时 

J 0 


连续，同时又可计算得到 

广切 2 ) da := - 


「* 2 ( i 4 V 


- Xo ( 1+ V 2 ) 


J .0 2(1+y 2 广 lx=xo ^ 2(1 +2 / 2 )、 ， 

它在 y > 0 时连续.这样就可用命题 7.6 的推论知道以下积分顺序交换的等式 成立： 

r °° do: r 00 xe-^^) d2/= p dy p xe - 2 (i^) dr> (7.11) 

Ja?o JO JO JXo 

然后令 邱 — +0,这时上式左边的积分就趋于 (7.10) 左边的积分，而右边就产生了极限 
能否通过积分号的问题. 

由于本题的被积函数非负，于是 | 4 °° xe 一 AwAdx 是刊的单调函数.将 §5.8.2 

的命题 5.14 的推论通过海涅归结原理 H 广到连续参数情况，就可见 (7.11) 式右边当 
xo ^+ 0 时的极限就是 （7.10) 的右边的积分.于是公式 （7.10) 的合理性得到了证明（这 
里也可以用习题3775的控制收敛定理). □ 

注 J 即是概率积分，关于它的各种计算方法的综述见 §7.2.3 的习题 3776.1 的注. 



习题 3812.1 (狄利克雷积分）从积分 

1( a ) = |^°° e - ax £ H^. dx ( a ^ o ) 

出发，计算积分 

_ = f 手加 

解 1由于积分 D (0) 失于0 为奇函数，以下不妨设/? > 0. 

与 §7.2.2 的习题 3760( a ) 相似，可证明积分 1( a ) 在 a € [0,+ oo ) 上一致收敛，因此 
在这个区间上连续. 

若 a > 0时对于 1( a ) 的求导可在积分号下进行，即可得到 
/» = f (^-^)> = -£°° e — sin^dx = 

(最后一个积分的计算见 §4.4.1 的习题2346的解 2). 为验证这个运算6^理性，按照命 
题7.4, 对点 a 0 > 0,用 exp (--^- x ) 为强函数，即知上式右边的积分 e —咖 sin^rckr 

在 a G [^-,- foo ) 上一致收敛，因此 1( a ) 于点勿处的求导可通过积分号.由于 a 0 > 0 
可任取，因此在 a > 0的范围内的上述运算是有根据的. 

于是在 a >0 时可从 I \ a ) 的表达式积分得到 

1( a ) = — axctan 晉 + C ， 

其中 C 待定. 

从 1( a ) 的积分表达式可以估计得到 

|/( a )|^^°°/? e—dx = |-, 

因此有 I (+ oc ) = 0. 这样就可确定待定常数 C = f . 

于是在 a > 0时有 1( a ) = | 一 arctan •.由于 /( a ) 在[0, + oo ) 上连续，因此最后 
就得到了狄利克雷积分的值当卢 > 0时为 

0(/3)= £°° dx = 1(0) = f(P> 0). 

由此又知道当卢 < 0时 D (0) = 由于显然有 D (0) = 0,因此可综合为 


刪=| ( 


sgn /3. □ 


注在本节的习题3786中已经看到，对狄利克雷积分的求导不能通过积分号.与 
本题比较，可见在 1( a ) 的积分号下的因子 e — 起了关键作用.我们将这样的因子称 
为“收敛因子”.本题的目的是求/(0).为此将这个问题嵌入到求 a 彡0时的 /( a ) 的更 
广泛的问题中，其中的主要方法就是引入收敛因子. 


解2引入上述收敛因子后也还有其他解法. 

考虑二元函数 

J(cc^)= r°°e—(a^0,/3^0) ? 
Jo x 
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则在固定 a >0 且参 变量; 8 € [0, A )1 ( A ) > 0) 时上述积分可以用 Poe ~ QX 为强函数，从 
而知道 J ( a , /3)当 a > 0时关于 0^0 连续 • 

若^/(仏灼对0求导可通过积分号，则有 


乃 ( a ， 卢 )0 — 


cos 0 x dx = 



a 2 +^， 


其中的积分计算见 §4.4.1 的习题 2346. 由于作为参变景/?的上述积分可以用为强 
函数，上述求导计算是合理的. 


利用 J ( a ,/3) 于 a 〉0时关子^^0连续，且有 J ( a ,0) = 0, 因此就可积分得到 




= arctan 


A 



现在改变观点，将 J ( a ^) 的积分表达式看成为参变景 a > 0的函数，而固定/3>0. 
于是如解1 一 样知道 J ( a , 0 ) 在 a > 0时连续，因此就有 

D ( P ) = J ( O ,0) = l \ m ^ J ( a , p ) = lim ^ axctan 吾 = 号 (0 > 0). 


以下与解 1 最后部分相同，从略 .口 


解 3( 概要）只考虑/? = 1时的 D ⑴的计算. 
利用 



f 是可作如下 计算: 



*+ 

0 


dx 


.+ 
. o 


dy = dy 


sinxdx 



问题只在于上述计算过程中的积分顺序交换这一步是否合理.可以看出命题 7.6 的条件 


不能全部满足，因此需要将0：的积分范围改为 [ a , A ], 其中0 < a < Z < + oc . 这样就有 
可能改用命题 7.5 来实现积分顺序交换，然后再取极限 a — +0和>1 4 + oo .详见[11】 
的第二卷524小节的例题 11) .口 


注在 §5.4.5 的例题3中已经给出了积分 




dx 的一种计算方法. 


以下的习题3825和3826中的积分即是著名的拉普拉斯积分，它们在许多问题中有 


应用.拉普拉斯积分有多种证明方法.在习题3825中先给出按照《习题集》的提示的 


解1，然后再给出另一种解法，并在其后的注中对另外两种解法作简要的介绍. 


习题3825 (拉普拉斯积分）利用公式 



计算积分 


r+oo 

L = 

. 0 



dx . 


cos ax 


解 1 将题中所给的公式代入积分 L 中，若可以交换积分顺序，就有 

r oo f+oo f 2v f 十 oc f 十 oo 2 

cos ax da : ) dy = e~ y dy e~ yx cos ax dx. (7.12) 

利用前面的习题 3809 的答案，上式右边的内层积分即可 i 得，于是就可以计算 如下： 

L = J^°° e ~ V (^^* e 4 y ) d 2 / (作代换 2 / = 亡 2 ) 

= dt (用习题3807的答案） 

= v / S . 令 e ，= f e - l a l . 

余下的问题是验证 (7.12) 中的积分顺序交换的合理性. 

这里出现与习题 3803 (欧拉-泊松积分）中类似的困难（又可参见 §7.2.2 的习题 
3755.3 及其注).由于以2/为参变最的广义积分 

| e - i /( i - t - 2 ： 2 ) cos ax dx 

在 y = 0 时发散，因此这个积分不可能在 [0,^1] ( A >0) 上一致收敛.这表明 (7.12) 的合 
理性不可能用标准的积分顺序交换定理（即命题 7.6) 得到①. 

由于本题的被积函数不保号，这比习题3803要难 一点. 下面采取引入收敛因子的 
方法.其目的就是避开参变 Sy = 0 引起的上述闲难. 

首先建立以下 等式： 

L = J o + °° dx = 6 ^n o f o °° . e—W+Ddx. 

为此只要对右边的积分用阿贝尔一致收敛判别法，即从积分 L 收敛，而 e - <5( ^ +1 ) 关于 
x 单调，且关于 6^0, x ^0 一致有界，即可知逍上式右边的积分关于 6^0 —致收敛， 
因此取极限 A +0可以通过积分号. 

然后仿照木题提示的方法，利用公式 

就有 

L = ^lim^ | cos ax Ax | + e"" 1 ^ 2 . 1 ) dy. 

这时容易建立积分顺序交换的等式（其中5 > 0): 

J:°° cos ax da; J:°° e ' y(x2+1) dy = JJ°° e " y dy J + °° e "^ 2 cos ax dx. 

为此只要验证命题 7.6 中所要求的以下三个条件. 

(1) 以2/为参变最的积分1+ e - y ( x 2 + i ) cosa xd : r 可用 e ~^ l 2+1) 为强函数，因此关 
于2/ > 6 (〉 0) —致收敛； 

⑺以 x 为参变量的积分咖 2+1 ) C 0 Sa zdy 可用 e i 为强函数，因此关于 
x ^0 —致收敛； 


r 


dy, 


cos ax dx . 


在 [11】 的第二卷 522 小节的4°中的证明在这一步也是有问题的. 




(3) 被积函数取绝对值后的积分 J^dx ^ 
列积分的收敛而得到 保证： ° 1 


.1(工 2 +1) 


| dy 的收敛性可由下 


综合以上就得到 




- <5(x 2 +l) dx _ 


cos ax dx 


二 | + °° e _v dj ; 厂 e ~ yx2 cos axdx. 

上式最后的积分就是 (7.12) 的右边的积分.这样就证明了该式成立 •口 


解2将积分记为 L ( a ) = j o r ^^^- dx 1 则可用强函数-证明它关于参变 

童 a 在任何范围内的一致收敛性从而是 a 的连续函数，且还有 L (0) = f . 

因 L(a) 为偶函数，下面先讨论 a>0. 这时用积分号下求导的定理可以证明成立 

为此只要对每一个 a 0 >0取一个小邻域，然后用狄 利克雷 一致收敛判别法证明上式右 
边的积分在这个邻域内一致收敛即可（细节请读者补充). 

由 L \ a ) 的表达式容易看出右边的积分不可能在积分号下再对 a 求导，因为 

当$ — + oc 时趋于0己经很缓慢了.将其中的缓慢部分分离出来，即有 ① 

x = 丄_1_ 

X 2 + 1 X x(x 2 + 1) ’ 

于是可利用狄利克雷积分将 L f ( a ) 改写为 

"⑷ 卜 aa;dx 


证明它关于参变 


sin ax dx 


=十 


4-oo 
, 0 


sin ax 


dx. 


— 2」 0 咖 2 + 1)— 

将上式再对 a 求导，且可证明上式右边的积分对 a 求导可以通过积分号（细节请读者补 
充)，从而得到 

L „ (a) = ^_ dx = L(a) 

这是常系数的二阶线性常微分方程，其通解的形式为 

L{a) = C 1 e a + C 2 e- a . 

由 | L ( a )| ^ L (0) =号可见 G = 0,然后再利用 J ⑷于 a = 0处连续，可见 C 2 = L (0), 
于是得到 L{a) = ^ e -° (a > 0). 由于 L(a) 为偶函数，因此 L{a) = -| e-' a L D 

注在 [11] 的第二卷524小节的例题 9) 和 10) 中提出了计算拉普拉斯积分计算的 
另外两种方法，其主要思路是将习题中的 y ^ = £°°厂〃 (1+12) 办改用 

. 1 2 = /和 -- x 2 = f + e"" y sin xydy, 

l + f Jo l + x ‘ Jo 
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即可将拉普拉斯积分的计算又转化为积分顺序交换，但也都不能用现成的定理（指命题 
7.6) 来解决.于是就像解1中采用了收敛因子的方法一样，都需要采取其他技巧的配合 
来克服困难. 


习题3826 (拉普拉斯积分）计算积分 


Li = 


xsin ax 


dx . 


解从习题3825的解2可知当 a > 0时 M = - L \ a ), 因此可得到利 
用 Za 为 a 的奇函数，且在 a = 0时有 Za = 0 ( L ( a ) 在 a = 0时不可导)，因此可综合成 

Za =晉 e — a| • sgna . □ 


下面是一个有多方面应用的有趣例子128, 
P .10471. 由方程 

x { t ) = cos ^2 ~ ^5, 

y ( t ) = j^sin -^- d 5 

定义的参数曲线称为考纽螺线. 

如附图所示，当参数 t — 土 oo 时，螺线分 
别趋于点 （土 0.5, 土 0.5). 这归结为习题3830中 
的积分计算. 



习题 3830 的附图 


习题3830 (菲涅尔积分）利用公式 

1 = 2 [+°° 
y/x ~ y/n Jo 

计算积分 


dy (x > 0) 


_+oo 

si : 
. o 


dx = +l: 


sinx 


dx , 


J 0 +OO cosx 2 dx = || 0 +O °^dx. 


解由于所用的方法对两个积分是相似的，只写出第一个积分的计算过程.将它记 


为/，将其中的一^用题中提供的公式代入.若下列积分顺序交换成立，即有 

yjx 


I = —| + °°sinxdx | + °° e~ xy2 dy = J + dy | + °° e~ xy2 sinxdx, (7.13) 

则就可以将右边的积分计算如下得到@ 

I= _±_ r + °° dy = _J_ 7i = Vn 

~ Uo 1+2/ 4 — W 2^2 ~ 2v/2 ' 

①积分 Jo °° 7^4- = ^的计算可以用 §3.2.1 的习题1884提供的不定积分，也可以用该题的解 
中的 K 对法直接计算得到.这里可以参考 §4.4.1 的习题2341的两个解法. 
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然而等式 (7.13) 的合理性论证又有困难.从含参变量 y 的广义积分 

f+OO — 2 

e_ xy sinxdx 
Jo 

在 y = 0时发散即可看出应用命题 7.6 所需要的条件不可能全部满足. 

采用引入收敛因子的方法，即考虑含参变量 a ^ O 的广义积分 

棒 D 〜 

由于 a = 0时的广义积分收敛，而 e -^ 单调且 有界，根据阿贝尔一致收敛判别法，可见 
积分 1( a ) 对于 a^O —致收敛，因此在 a € tO , + oc ) 上连续. 

以下我们将对于 a > 0求出 1( a ) 的表达式，然后取极限得到所要的 J = /(0)= 

上 V ⑷ • 


从积分 1( a ) 的被积表达式可见，难以用积分号下对 a 求导的方法来计算 /'( a ). 令 
0 < a < b ®. 对于 a > 0,定义含参变量的常义 积分： 

■ QX dx . 


Ia t bM = 

.a 


smx 

2 y/x 


-x(y 2 +nt) 


然后利用习题提供的关于 + 的公式代入 / a , 6 ( a ) 中得到 

/a.6(a)=-^£dx^°° 

由于在 x G [a ， 6] 时冇 |e-^v 2 -fa) sinx | ^ e -^ 2 成立， 因此上式里层的广义积分在 
x 6 [ a , 6] 上-•致收敛，这样就可以用命题 7.5 交换积分顺序得到 


dy . 


L } b{oi) = dy j 6 e" x(y2 ' fQ! ^ sinxdx. 


由于其中的里层积分可计算得到为（参看 §3.1.6 的习题1828与 1829): 

p -*( y 2 + a ) 


'一 x ( v + a) sinxdx = - 2 ? 

1 + (y 2 + a) 2 

因此就得到 6( a ) = /l + / 2 + /3 + h , 其中 

— cos 6 - e -6a 


[- cos x — （ y 2 + a ) sinx 


h = 


h = 


h = 


h = 


sin 6 - e 一 6q 




• ( y 2 + a ) 2 

(y 2 -f- a) e - 〜 2 
- (y 2 + a) 2 


dy ， 


dy ， 




sma • 




f+CX) 

Jo T 

厂 1? 

n e ^aj / 2 

+ (y 2 + a) 2 d2/, 

r (y 2 + a)e _ay2 , 

1 +( 2/ 2 + a ) 2 % 


现在分别讨论这 4 个积分.它们表面上似乎复杂，实际上都很容易处理. 


①若不引入有限数 a , 6,则在引入收敛因子后，下面的两个无界区间上的积分顺序交换仍然不可能应用 
现成的命题 7.6. 引入 a , 6使得其中一个积分为有限区间上的积分，问题变得容易多了.然后令 a _> + o , 

6 -> 十 
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利用 A 和6在积分号外有因子 e - h ， 而两个积分都关于 fc 有界，就可看出有 


/! -> 0, / 2 -> 0 (6 +oo). 

对于心和/ 4 则要取极限 a -> +0. 将其中的两个积分看成为含参变貴 a 的广义 
积分，则只要在它们的被积函数中取 a = 0 就得到强函数，可见这两个广义积分关于 


参变暈 a € [0, 1] 为一致收敛，从而当 a ^+0 时可以在积分号下取极限.这样就得到 
/ 4 -> 0 (a ^ +0), 同时又可综合以上讨论得到 

J(a 卜 a^o ^ ⑷ ' 鹄 。’ 3 = ★ r 1 + (2^+ «: 


y 


这样就求出了 a > 0时的 1( a ) 的积分表达式.用强函数方法可见极限 a — +0可 
以通过积分号，而前面已知 1( a ) 在点 a = 0处右连续，这样就得到 

I = /(0) = a lnn o | o 1 + (y d 2 y + a}2 

= -^17tT7 = ^^- d 

注在不少教科书中对于菲涅尔积分的 H •算只写出引入收敛因子，而对于此后的 


积分顺序交换过程的合理性未作交代.木书的上述证明引自 [151 的§114的例题 6. 

此外，在丨 21] 的例197中对菲涅尔积分采用广义二重积分的方法进行了计算，但仍 
较复杂，可供参考. 


7.3.3 含参变量的广义积分的一些应用（习题 3835-3840) 

习题3835 ( 含7个小题）和3836都是拉普拉斯变换的具体计算题.如习题3835所 
示，这种变换将函数 /( t ) 通过积分变成为参变量 p 的函数 F { p ). 由于在这种变换下，关 
于未知函数/(^的常微分方程变成关于 F ( p ) 的代数方程，从而拉普拉斯变换成为求解 
常微分方程的重要计算工具之一.此外它在求解偏微分方程中也有应用.有兴趣的读者 
可参考 [201 的第二章和⑷的 §4.10. 

习题3835对于下列函数/⑷， 

( a ) f ( t ) = t n (n 为正整 数)； ( b ) f ( t ) = Vi - ( c ) f ( t ) = e Qt ; 

( d ) f ( t ) = te ~ at ; ( e ) f ( t ) = cost ; ({) f ( t ) = — ; ( g ) f { t ) = sinoV ^， 

求拉普拉斯变换 

F { p ) = [ + e ~ pt f { t)dt ( p >0). 

Jo 

解 这里的积分计算都可以从前面的广义积分或含参变景广义积分的习题得到. 
以下只选解其中的几个题. 

( a ) m = t n ( n 为正整数). 

引用 §4.4.1 的习题2348的答案即可计算如下： 
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F ( P ) = }^°° e - pt t " e ^ x " dx =^_. 

注对于 n > -1 为一般实数的情况， P 的拉普拉斯变换即导致伽玛函数（见 §7.4) 


( b ) f ( t ) = Vi . 

引用欧拉-泊松积分即可计算 如下： 

F { p ) = J + °° e ~ pt y/tdt — 21 + °° e ~ px 2 x 2 dx 


(一 1 


~2 


_ j _ r °° e - w： 

Py/P Jo 
duj = 


u 2 du 






( 0/(0 = - L = f -. 

引用 §7.3.1 的习题 3788 的答案即可计算 如下: 

-P t — P-CP + 1 ) 4 


F(p) = r 


- i . p ± 


dt = In 


( g ) f ( t ) = sin ( 

引用 §7.3.1 的习题 3809 的答案即可计算 如下： 

尸 ( P ) =厂 e- pt sin ctsft dt = 2^ ue 


= 一丄 ( e _pn2 sin cxu ) 

=錄 6_ ( 口 


r 


sin au du 


cos au du 


习题 3836 (利普希茨积分）证明公式 

° C e ' at Mbt)dt = 


Va 2 + 6 2 


(a > 0), 


其中 Jo ( x ) = ^£ cos ( xsin ^) d (^ 为0阶贝塞尔函数（参阅习题 3726). 


解（本题就是计算 Jo ( bt ) 的拉普拉斯变换 .) 


记积分为将 Jo ( bt ) 的积分表达式代入，然后交换积分顺序即可得到 





dt 


J 71 cos (6 t sin ip ) d<p 
~ at cos(bt simp ) dt . 


由于右边的里层积分可以用 e _ at 为强函数，因此关于# € [0,71] 一致收敛，从而根据命 
题 7.5 可知上述积分顺序交换是合理的. 


利用 §4.4.1 的习题2346,即可将上式右边的里层积分积出，然后不难继续计算下去 

得到 
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= A T 如 = 2a [2 

n Jo a 2 b 2 sin 2 ip 71 Jo 

= 2a _ d<p _ 

71 Jo (a 2 + ft 2 ) - b 2 cos 2 (f 

JL 9 _ 

2a f 2 _ sec z (p dip _ 

71 Jo (a 2 十 6 2 )sec 2 w — fc 2 

= 2 a d(tany) 

71 Jo a 2 + (a 2 + & 2 ) tan 2 (f 


a 2 十 6 2 sin 2 


= 夸 . i ^ tan n 1 2 = 1_ 口 

n as / a 2 + fe 2 、 a Vlo v / a 2 + fc 2 

习题 3837 ( 含 4 个小题）是关于魏尔斯特拉斯变换的计算题.它们也都容易从已知 
的积分得到，从略. 

习题3838 切比雪夫-埃尔米特多项式由公式 


〜(工)=(-1)¥ 2 备( 〆） （n = 0， l ，2,. 


定义， 证明: 


r °° H n ( x ) H m ( x)e 

J —DO 


dx = 


/ n ， 


2 n n \ y / n , 


注本题的计算 不难. 这里只指出本题的总义.题中所要证明的事实与 §4.2.6 的习 
题2288, 2300以及 §5.6 的三角函数系 （5.20) 的正交性相似，都是在特定的函数空间中 
的正交函数系的正交性.本题的 { H n ( x )} 是在区间（- oo ，+ oo ) 上以 e -^ 2 为权函数的 
正交多项式系.关于正交函数系的材料可参考 [6] 的第一卷第 二章， 其标题为“任意函数 
的级数展开”.本题的函数系见该书的 §2.9.4. 


习题3839 计算积分（它在概率论中有重要应 用): 
咖卜了」_ r ° v*H 普卞 d 


27KT1CT2 


[<T\ > 0，(72 > 0 ). 


解这里0：是参变最， C 是积分变量.将被积函数的指数表达式配方 如下: 

…)= 2^ C exp {- 2^ Tk ?( e - x ) 2 +< T 2 V ]}^ 

=^7 n 卿 {- 南 w + 必 2 - 2 祝 +办 2 ] } 狀 


271(71(72 


s ：：^{- w ^- Ay + w ^ 


=— e ~ 2 (4+内）「 
27Cai^2 J. 

然后再在积分中作代换 


exp 


[-絲- 


( j \ +(7! 


)>• 
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y = 


就可以利用欧拉-泊松积分得到 


\/2 G \ a 2 ^ 


g\x 


+^2 


)， 


咖）= 丄 


2tU7\CT2 


2(4 十 (7?) 


yW2 r °° e -i 

y/oi J-oo 

y /2 a \( T 2 


dy 


y / a \ + o \ 


- y/n 


y/(j\ -\-a^\/2n 
注在概率统计中将密度为 

f{x)= • 


2(<rf+a|) .口 


— m ) - 


ay/2n 


(a>0) 


的随机变量称为具有正态分布，其中 m 为数学期望， ex 为标准差. 

可以证明，两个正态分布的随机变景之和仍然具有正态分布 tioj . 

本题只是这个一般性结论的一个特例，即数学期望均为0的两个相互独立的正态分 
布的随机变跫之和仍具有正态分布.如计算结果所示，当原来的两个随机变窜:的标准差 
分别为 q 和 A 时，它们之和的随机变暈的标准差为 

习题3840 设函数/⑷在区间 (-00,4-00) 内连续且绝对可积， 证明： 积分 


㈣ 


满足热传导方程 


du 


dx 2 


及初始条件 


\hn^u{x,t) = f{x). 


解从函数 u (: M ) 的表达式和 /( or ) 在 (- oo ,+ oo ) 上绝对可积的条件可见， u ( x , t ) 
在艺 > 0和; r e (- oo , - hoc ) 时有意义. 

- (x-6) 2 

由 §6.2.4 的习题3309己知，热传导方程有基本解 u ^ (其中6为 

2 a\/nt 

参数)，而它就是本题给出的含参变量的广义积分的“核”，因此只要将 u ( x , t ) 
对 t 的求偏导数和对: r 求一阶和二阶偏导数时能够通过积分号，则 u ( x ， t ) 就满足热传 
导方程. 

先看对 t 求偏导.在积分号下将被积函数对 t 求偏导得到的积分为 

1=蚤 [/( Oe-^]dC = }^/(0 (7.14) 

对于点 to > 0,取0 < 軻< k < t 2 , 又固定 X ，则有 
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，⑹域 e_ 






^ 一键 


由于当0：固定时有 


lim 4^-键 =0 , 

旧 - >+oo Aa z t\ 


因此存在 M 〉0,使得积分 （7.14) 的被积函数以 M |/(0 l 为强函数，从而由/在 
(一 oo ， +00 ) 上绝对可积的条件知道该积分关于 f € [ t u t 2 ] 一致 收敛. 这样就根据命题 
7.4 得到对任何 a : 和 i > 0有 

( e - i ) 2 . 

厂 4a i t 


du 

aT 


= lZ m ^[^ c 




4ay/K 


1:>部 ❹ ☆ 仁:爪從 爲. 


同样可以证明对任意 rr 和《 > 0有 
因此根据习题3309就得到^ = a 2 ^ 


C 


(卜 X ) 2 

4a 2 1 




dx 2 ' 

最后一步是 证明： 在 t +0的意义上所给定的 u ( Xl t ) 满足初始条件 /( x ). 

利用欧拉-泊松积分就可看出习题3309的基本解具有以下 性质： 

(卜予) 2 

从 = 1. 


% 


—oo 2ci\/ict 


固定: r , 则问题归结为估计 


⑷ 1 点 


e 


(£ 一〒 )2 


利用 /在点 X 连续，对给定的 e > 0,存在 (J > 0,当 M < (5 时，有 \ f ( x + v )- J ( x )\ < 


f , 然后将上述右边的积分分拆为三个积分进行 估计: 


\ u { x , t ) - f ( x )\ < (J_ 


D 


U - x ) 2 

e d ^. (7.15) 


对于上式右边的第二个积分作代换$ - a : = r ; ，就有 

W t -(卜工) 2 


Ao?t 


d 《= D /( …)- ▲ 

^ t \_ x 


dr ? 


^ r d 7 ? =4 


对 (7.15) 右边的第三个积分可估计 如下: 
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x+5 


, (e-x) 2 


5项当 f — +0时分别趋于0,因此存在~ > 0,使得当0 < i < to 时上述两项 


由于以上两项当 f — +0时分别趋于0,因此存在~ > 0,使得当0 < i < to 时上述两项 
之和小于 I . 

对 (7.15) 右边的第一个积分可作代换7； = - r /， 这时得到的积分与上面的第三个积 
分的估计相似，且可看出当0 < t <纟 0 时它也小于 f . 综合以上就证明了 

lim^uix.t) = f(x). □ 

注在以上证明中的关键是了解基本解所具有的特性.联系到核函数方法（见丨321 
的§16.3.1)，可以知道 

_ 1 _ 

2ay/n 

就是以纟 >0为连续参数的非负核函数，它满足作为核函数的两个最基本的要求，即在 
(-00, +00) 上对$的积分等于1,同时随着 t 4 +0,这个积分越来越集中于原点附近的 
一个小区间上.如 [32 j 中指出，这个核函数在 t +0时的极限为狄拉克的5函数，也就 


是广义函数. 


§7.4 欧拉积分（习题 3841-3880) 


内容简介 本节是关于两类欧拉积分的习题，按照其难度分为两小节. 

两类欧拉积分，即贝塔函数和伽玛函数，是最常用的非初等函数，它们一般均用含 
参变量的广义积分来定义.在《习题集》的第八章中有大 S 的习题需要用两类欧拉积 
分进行计算. 

下面列出两类欧拉积分的定义和基本性质. 

第一类欧拉积分即是贝塔函数 

B ( x , y ) = 0 V-1 dt , (7.16) 

其定义域为 x >0, y >0. 可以证明 y ) 在其定义域内无限次连续可微，且可在积分 
号下逐次求导.用代换 r =\- t 即可证明贝塔函数具有对称性，即 B ( x ,2/) = B ( t /, x ). 
令《 = cos 2 &则就从 （7.16) 得到贝塔函数的三角积分 形式： 

B ( x , 2 /) = 2 1 2 cos 2x_1 if sin 2y_1 ipdip . (7.17) 

若在 (7.16) 中作代换 f 即 t / = 则可得到贝塔函数的无限区间上的积 

1 •十 XX C 

分形式 

B( "' y) = r-(ri9^ du - (7 . 18) 

贝塔函数的以上三种形式（7.1~， （7.16) 和 （7.17) 都是在应用中的常见积分.由于 
其中的参变量 a :, y 可以取任意正实数，因此有广泛的应用. 

第二类欧拉积分是伽玛函数 

r(x) =£°°t :r - 1 e- e dt, (7.19) 

其定义域为： r >0. 可以证明伽玛函数在其定义域内无限次连续可微，且可在积分号下 
逐次求导得到 

r( n )(x) = J+°° d^. 

如 §5.9.3 的习题3105所示，伽玛函数还可以用无穷乘积来定义.这时的定义域为 
除去负整数和0之外的一切实数.在 §5.9.4 的命题 5.16 中证明了当 x >0 时两种定义 
等价. 

下面将伽玛函数的几个基本性质以命题的形式列出. 

命题 7.7 伽玛函数满足递推公式 r ( a : + 1) = xT ( x ). 

注用分部积分法即可证明这个递推公式. 

如在习题3105处已经指出，从直接计算得到的 r ( l ) = 1出发就有 r (2) = 1, 
r(3) = 2!, r(4) = 3! 等等.用数学归纳法可以证明成立 r(n + 1) = n !. 因此伽玛函数是 
离散情况的阶乘的连续化推广. 




188 


第七章含参变量的积分 


若将这个递推公式写为 T(x)= r( ^ 1) -, 就可将伽玛函数的定义域以递推的方式 
推广到所有不是负整数的 re < 0处.由/习题3105己经证明用无穷乘积定义时也成立 
这个递推公式，因此这样的延拓与无穷乘积定义仍是一致的. 

在下面的附图中作出了伽玛函数在定义域延拓后的图像，其中 rr < 0的部分是由上 
述递推公式得到的.在图上除了标出 z = 1，2,3,4处的曲线上的点之外，还标出了计算 
中经常要用到的 r (^) = 1.772 和下面即将提到的最小值点 • 

从积分表达式 (7.19) 容易直接看出 r(+0) = + oc , r(+oo) = + oo . 

利用二阶导数 

r "( x ) = |^°°( lnf ) 2 t x - 1 e~ t dt>O i 

可见当 x > o 时伽玛函数为严格凸函数.由此又可推出其导函数 r ( x ) 于 x > 0时为从 
- OO 严格递增到 + OC 的单调函数，因此伽玛函数在 x >0 内存在唯一的最小值点和最 
小值.可求出 x min « 1.4616,最小值约为 0.886. 



命题 7.8 (狄利克雷公式）两类欧拉积分之间成立恒等式 

叫，")= 帶譜 • （ 7 . 20 ) 

利用贝塔函数的三角积分表达式 (7.17), 就得到=71,然后就可从狄利 
克雷公式得到前面己经提到的 

r(+) =v/S. (7.21) 

这相当于用公式 （7.20) 对 §7.3 中的（习题 3803) 欧拉-泊松积分给出了一个新的 证明： 

由于贝塔函数的许多性质都可以通过狄利克雷公式 （7.20) 得到，因此下面主要列 
出伽玛函数的其他几个主要性质. 








欧拉积分（习題384 1-3880 ) 
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命题 7.9 (余元公式） r ( x ) r(i - x ) = (o<x< 1 ). 

注对于伽玛函数的积分定义，余元公式只在0 < 2： < 1上成立，但在用递推公式 
将伽玛函数的定义域从 z > 0延拓到在所有的非负整数和0之外的实数范围后，余元公 
式对非整数的 X 均成立.此外，用 I = \ 代入余元公式中，又可得到 r ( y ) = V ^. 

命题 7.10 (勒让德加倍公式） r ( rr ) I > + +) = -^ r r (2 o :). 

注上述加倍公式的重要性可从下列事实看出.在丨 llj 的第二卷532小节中证明， 
设函数 f ( x ) 及其导数在 x >0 时皆连续， f ( x ) 无零点，且满足 

/(x + l ) = x /( x ), /( x )/( x +|)= 2 # r /( 2 ^)> 

则 f ( x ) = r ( x ). 

命题 7.11 l n r (: r ) 在 （0，+ oo ) 上为凸函数. 

在右边的附图中作出了 （0，+ oo ) 上的 r ( x ) 和 
lnr ( x ) 的图像，它们都是严格凸函数.命题 7.11 的篥 
要性可从下列定理看出. 

命题 7.12 (波尔-庫尔路波定理） 若在区间 

(0, + QO ) 上的函数 f ( x ) 满足以下三个 条件： 

( 1 ) /( x )>0 i /( l ) = l ; 

(2) /(x + l ) = x /( x ); 

(3) ln /( a :) 是 (0,+ oo ) 上的凸 函数; 

则 f ( x ) = r { x ). r( ： c) 和 in r (： r ) 的图像 

以上关于伽玛函数的基本性质的证明，均可在[7, 11，32, 331等有关欧拉积分的章 
节中找到. 

7.4.1 与欧拉积分有关的积分题 I (习题 3841-3861) 

这一小节的习题除了开始的两题是讨论伽玛函数和贝塔函数的可导性之外，一般 
都可以通过简单运算化为欧拉积分. 

习题 3843计算积分 

Jo 

解 记积分为利用欧拉积分可计算 如下： 

这里所用到的工具包括贝塔函数的定义、狄利克雷公式（7.20)、伽玛函数的递推公式和 
公式 （7.21). (本题也不难直接计算求积 .）□ 
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习题3845 


计算积分 




(i + 工 ) 2 


do :. 


解记积分为 J . 利用贝塔函数的无限区间积分形式 （7.18), 即可计算 如下: 

(if) 


r 


(淵 




□ 


r( 2 ) _ 4 A 、 4 厂、 4/ _ 4 sin^. 2 y/ 2 ^ 

注这里用了命题 7.9 的余元公式，但也可以用命题 7.10 的勒让德加倍公式得到 
此外本题作代换 x = t 4 可化为有理函数的广义积分后求积，但计算复杂 得多. 

习题3848计算积分 | 2 sin 6 x cos 4 x dx . 

解记积分为 J . 根据贝塔函数的三角积分形式 （7.17) 就有 

r ⑴傾」 5 Kl)f 


= i B ( i 4) = i 

= w[f * i * r ( T )] 2 = 


r ⑹ 

3 w 
512 • 


= 士•吾 


5! 


□ 


注本题也可以用熟知的公式 (4.9) 来计算，但公式 (7.17) 中的 o :， y 可以是任意的 
正实数，因此适用范围要比 (4.9) 大得多. 

习题3851求积分 ( n >0) 的存在域，并用欧拉积分表示该积分. 
解记积分为 /. 作代换 xn = «，得到 

1 

r - dt . 


= 丄 r °° e 
n Jo ^ 


由于此积分有奇点 t = 0 和 t = +00,其被积函数 /( t ) 在两个奇点处的性态分别为 

/ ⑷〜 ( 亡 -> +0)，/⑷〜 -vV +00 )， 

t n t n 

即可知道当0 < m < n 时积分收敛. 

根据贝塔函数的无 限区间 上的积分形式 （7.18), 狄利克雷公式和余元公式即可计算 

得到 

/=丄 B (1 

n \ n n J 


□ 


注当 m = l < n 时，即得到公式 


r 


dx 


+ rr n 


它包含了较常见的 n = 3,4,6等广义积分为其特例，与它们相应的不定积分计算见 
§3.2.1 的习题 1881，1884, 1886. 



习题3852求积分 O dx 的存在域，并用欧拉积分表示该积分 • 


解记积 分为厂 由广义积分的收敛性判别法可见当0 < m < n 时积分收敛.利用 
贝塔函数的无限区间积分形式 （7.18) 就知道本题的积分等于 

/ = B ( n - m , m )= 咖-黑蚊 □ 


. □ 


习题3853 

积分表示该积分. 


求积分 f 


(a-f bx n )P 


dx (a > 0 ,fc > 0 ,n > 0) 的存在域，并用欧拉 


提示作代换= 以使得 分母为 a p (l + Q p . □ 

习题3854求积分 f 6 ^ (0 < a < b,c > 0) 的存在域，并用欧 

Ja (X + C ) 


拉积分表示该积分. 


记积分为 /. ^和6可能为奇点.按照广义积分收敛的比较判别法可见积分的 


存在域为 m > -1 ， n > -1.先作代换 x = a 4- (6 - a ) t , 则得到 


其中入 


=然后再作线性分式代换 = 它使得当 t 从0到1时， r 也 

1 - ^ TTT =宁 ， W = 南，于是有 


从0到 1. 计算得到 


( b - a )( l 4- X ) m +1 X n4：T 
(6 - a ) m+n+1 T 


X ) X{1 + X) 
B(m + l，n + 1) 


(6 + c) m+1 (a + c ) n - 


B(m + l，n + 1). □ 


解 2 (概要）一开始与解 1 相同，先得到 J = yz-^\ l Q 出， 然后作代 


X + (1 + 入 )14 ’ 

当艺从0到1时， U 从 + OQ 到 0. 以下计算可化为贝塔函数的形式（7.18)，从略 .口 
注在以上求解中假设了 a + C #0*6 + C /0, 否则在第一步化为[0, 1] 上的积 
分后计算更为简单. 

习题3858求积分^ ( I'Kcofxf dX ( 0 < ㈨ 0的存在域，并用欧拉积分表 

示该积分. ° 

提示用三角函数积分的万能代换《 = tan | (参见 §3.4.3) 即可化为[0, + oo ) 上的 
积分，然后再作代换化为贝塔函数的无限区间积分形式 (7.18). □ 
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7.4.2 与欧拉积分有关的积分题 II (习题 3862-3880) 

这里的多数习题要比上一小节的习题难一点，例如除了用欧拉积分的定义和性质 
之外，还可能需要含参变最积分在积分号下的求导和求积运算或其他技巧.此外，最后 
两题是求曲线弧长和曲线所围面积的应用题. 

习题3862求积分 r °° xPe ^ lnxdx (a > 0) 的存在域，并用欧拉积分表示该积 

Jo 

分. 


解记积分为/，可从其表达式确定当 p 〉 -1 时积分收敛.作代换 a:r = 则就可 
利用伽玛函数的导数表达式得到 


1 f+°° 


t p e 


In a 


a ^ +1 


、+oo 

0 




习题 3864( b ) 求积分 JJ °° 

解对于积分 /( m ) = 用广义积分的敛散性判别法可见当- 

<2时积分收敛，否则发散! > 

对积分 I { m ) 作代换 x 3 =%并利用贝塔函数的无限区间积分形式 (7.18), 得到 


/(m) 


= i r ( 1 - J 


) r ( 平) 


3 


_ 3 • n{m + 1) 5 

sin - g - 

其中最后一步用了余元公式. 

用强函数判别法即可证明在区间 -1 < m < 2内对含参变最积分 I ( m ) 求导可以通 
过积分号（请读者补充)，从而得到 

因此本题的积分等于 r ( i ). 

利用前面已经得到的 I ( m ) 的表达式即可计算得到 

2 k 

3 _ k 2 1 4 2 k 2 

—: ji'n 


r w = -(fJ 


sin 


2n 

丁 


□ 


习题 3865求积分的存在域，并用欧拉积分表示该积分. 
提示先判定当 0< p< 1,0 <g <1时积分存在，然后利用 

将原来的积分化为积分号下求积，即积分顺序的交换问题求解 .口 


习题 3866求积分 


1:今 


dx 的存在域，并用欧拉积分表示该积分. 


提示记积分为/，则有 

/ = | x p_1 (l — x) _1 ~ | 工 -1> (1 — x) _1 dx ， 

因此可以将/看成为 

7 = c l™ 0 [B(/>,e) - B(1 -p ， e )]， 

然后用狄利克 m 公式计算即可 .口 

习题 3868 (拉比积分） 求积分 f lnr^drr. 

解从命题 7.9 的余元公式 T ( x ) r(l - x ) = (0 < o: < 1) 出发，取对数，在 

[o,ij 上积分，就可得到 sm 

Io lnr(a:) 如 +1> r d - 4 dI 

=In 7C — J In sin Kxdx . 

然后对左边第二个积分作代换1 - z =《，并将变换后的积分中的积分变童 t 又改记为 
: r， 于是左边的两项相等.又对于最后一式中的积分作代换 Tex =〜然后利用对称性和 
§4.4.1 的习题 2353(a) (欧拉积分）的答案，就得到 


lnr(x) dx = 士 ln7i- 去 『 In sin 5 ds 

=+ lnic — ~ 1 2 In sin 3 ds 

= - + .( 一号 l n 2) = ln\/^ □ 

习题 3869 (拉比积分） 求积分 f^lnlXaOdr. 

提示将积分对 a 求导并利用 a = 0时的上题的答案 .口 


习题 3874 (欧拉乘积） 证明 等式: 


n 

n[ 

m=l 


⑹ =(+广(2兀) 
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解记等式左边为用代换 w =纟，则乜=士 f 1 出，于是有 


广产 1 
, 0 


一 一 X- 


e 


dx 


n 

m 


I r+oo . 

= 丄 t n e" 4 dt 

n Jo 


= i r ( f ) (爪 =l ， …， 砵 
这样就可以将要求证的等式的左边变为 _ 

m=l m=l 

将 t 式右边的连乘积记为£，并用余元公式，则有 


^= nr (^)- nr (^) 


m=. 
n— ’ 


n—. 


= nr(fM^) = n 


rriK 


- Sin n 


现在引用一个三角恒等式 


n— 




(7.22) 


即可 得到芯 2 = 


n- 


n 


. 将其开平方后代 入/的 表达式中就得到所要求证的等式. 


最后补充证明恒等式 (7.22). 它是更为一般的恒等式的特例.在丨 26] 的§29 “一些 
三角函数的和与积的计算”中的例18给出了恒等式 


n n>++T)= 學罕 . 


(7.23) 


两边除以 sinx (即 m = 0的因子)，令 a : 4 0就得到 (7.22). 

对于 (7.22) 的较简明的证明见 tllj 的第二卷531小节的6°，其方法如下（它与 
§4.1.1 的习题2192中所用的方法相似). 

i2n 

引入记号 o ; = e Y , 从因式分解 

z n — I = (z — 1)(2 - cu)(z — CU 2 ) … (2 - (J n_1 ) 

出发，两边除以 z - 1 , 再取极限之-> 1，由于左边为 lim(l + 2 + ^ 2 + ••• + ，一^ = n , 
即可得到 

n = (1 — u;)(l — a ; 2 ) • • • (1 — a ; n_1 ). 

将此式两边取模，得到 n = | l - a ;|• |1 - a ; 2 | … |1 - a / l - 1 |. y t 

对其右边的因子计算得到有明显几何意义的等式（如附 
图所示就是复平面上点1到之间的距 离)： 

| l - a ; fe | = |l- ( co S ^-+ isin ^)| 


kn 


= 2sin 上么 (fc = 1 ， 2,… ， n- 1 )， 
Tt 



代入前式即得 （7.22) .口 


习题 3874 的附图 





注整个证明过程中主要就是 计算五 = h r (-^) = n '^(27 c )" ?1 2 i - ? 它称为欧拉 


乘积，且为更一般的高斯公式的特例，参见 [n] 第二卷536小节 • 


习题3875证明等式 lim 


dx = 1 - 


解在积分中用代换，则 dx = 


于是有 


lim 


1 r+oo 丄 -i 

ilo tn ' 


= n^Mi)=n 1 ™ r ( 1 + ¥)= r ( 1 ) = L D 


习题 3876 利用等式 


^ = Tm 


t rn ~ 1 e^ xt dt (x > 0), 求积分 




提示将题中所给的等式代入上述积分中，就成为积分顺序交换问题，其合理性可 
参考 §7.3.2 的习题 3812.1 (狄利克雷积分）的解3中的说明 .口 


习题3878 (欧拉公式） 证明: 


( a ) | + °° t x _1 e _ ^ COSQ cos(Xt sin a ) dt 


r(x) 


cos ax ; 


( b ) fv - 1 


Y ( x ) 

sin ( Aisina ) dt = sin ax ; 


其中 X 〉0， a :>0, 一 I < a < 号. 


解 1 改记 Xcosa = a , A.sina = fc , 乂将两个积分看成为参变最 6 的函数，固定 
x >0 和(― |， | >，分别记为 

u ( b ) = J ^ 00 t x ^ l e~ at cos bt dt , v ( b ) = t x -1 e~ at sin btdt , 

并记 w { b ) = u (6) + iv (6). 

利用题设条件可知 a >0. 这时对上述两个积分的被积函数关于 6 的导数用 t x e~ at 
为强函数，即可证明命题 7.4 的条件满足， T 是 u 和 t ; 对6的导数都可以在积分号下进 
行，从而得到 

uj , = — 1 + t x e~ at sin bt dt , v r b = | + t x e~ at cos btdt , 

然后用分部积分法得到 

yj r b = ( u ^- = i |^ t x e~ at (cos bt -f i sin bt ) dt = i | ^ e -( a - i 6 )t ^ 


t x e~ at cos btdt . 


a — ib u 
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由此即可得到 

ti / • (a — ib) x = C y 

其中常数 C 待定.用& = 0代入，利用 

= -^r(x), t ； (0) = o, 

即可确定 (7 = ^(0)^ = F ( x ). 将它代入 w ( b ), 并利用 a 2 + 6 2 =人 2 和 a + = ^ e iQ ， 就 

可得到所要求证的 等式： 

w ( b ) = u ( b ) 


，⑼ = J : 0 % 1 - 1 ， 




= :( 2 :) (Xe ia ) g = (cos qx -I- i sin ax). □ 

解 2 (概要）将两个等式左边的积分看成为参变 ft a 的函数，分别记为 u ( a ) 
和 v ( a ), 然后验证它们对 a 求导可通过积分号，且计算得到= -: n ;( a ) 和 
v \ a ) = xu ( a) y 于是问题归结为求解二阶常微分方程 W 〃( a ) + x 2 I ( a ) = 0. 详见 [9]. □ 

解3 ( 概要）将两个积分分别记为 u 和％在 u - h ; 的积分表达式中作代换 
z = 7 de ia . 得到 


r 


z dz = 


r ⑷, 


^ v — J 入 x 

然后等贾两边的实部和虚部即得（见 [51). 只是这里的代换以及代换后的积分路径都已 
经超出了数学分析的范围.关子在复域中的伽玛函数的讨论见丨 31 j 的第十二章 .口 


习题3879求曲线 


r n = a n cos mp (a > 0 ,n 为正整数) 


的弧长. 


解该曲线是由 n 个相同的封闭圈所组成的，设此曲线全长为 L ， 则按照曲线弧长 
的极坐标计算公式有 



L = 2 n | 2n \/ r 2 + r /2 dip = 2 na J ~ cos n ' rap dip = 2 a J ~ cos n OdO 

=aB (H)- □ 

注若再用命题 7.10 的勒让德加倍公式，则还可得到弧长的另一种 形式： 


L = 


(去 )4^ 


2 n + 2 


= a 2 






§7.5 傅里叶积分公式（习题 388 l _ 39 00) 

内容简介傅里叶积分是傅里叶级数在非周期函数情况的推广，本节是有关的计 
算题训练. 

对傅里叶积分的理解可以从与 §5.6 的傅里叶级数作对比开始. 

傅里叶积分公 式为： 


积分号下的“系数 ”为: 


(7.25) 


f ( x )= cosXx + b ( X ) sin ^ x ] dX , (7.24) 

积分号下的“系数”为： j f +OC 

a (^) = — /(0 cosX^d^, 

J -^ (7.25) 

6 ( 入) = 去 J 二 /(0 sin w 叱 

在 §5.6 中与 (7.24) 对应的就是函数的傅里叶级数展 幵式： 

OO 

f ( x ) = - y - + cosnx -f b n sinnx ), 

n=l 

而与 (7.25) 对应的就是计算傅里叶系数的欧拉傅里叶公式 (5.22): 

a n = ^ f { x ) cos nx da : (n ^ 0), 

& n = 吾 f ( x ) sinnx dx (n ^ 1). 

从物理上来看，傅里叶级数就是将复杂的振动分解为许多个谐振动的叠加，其中若 
复杂振动的频率为 o ；， 则各个谐振动的频率均为 o ; 的倍数.将它们的振幅按频率排列就 
得到离散的频谱.由上述对比可见，傅里叶级数是对周期性复杂振动的离散频谱分析， 
而傅里叶积分则是对非周期性的复杂振动的连续频谱分析.它们在光学、声学和无线电 
技术等方面都很重要. 

习题 3881-3895 就是对于给定的函数 f ( x )， 用公式 (7.25) 计算其傅里叶积分中的 
系数 <人）和 6( X ), 并根据收敛性定理得到傅里叶积分（“展开式”） (7.24). 这与 §5.6 中 
的傅里叶级数的计算题的意义相同，也就是进行频谱分析. 

习题 3896-3899 则是傅里叶变换的计算题.实际上傅里叶变换只是傅里叶积分及其 
系数的复数形式®.与上面的比较相似，傅里叶变换可以与复傅里叶级数作类比. 

在傅里叶级数展开式中用欧拉公式于 cosna : 和 sin nx , 并记 q = a Tl -心， c _„ = 
a n + = ^， n = 0,1， • • • ，就得到复傅里叶级数 

Hx) = ^c n e^. 

— OO 

这时的傅里叶系数也可以写成为复数 形式： 

^由于 K 数同时含有振幅和相位的信息，在多数应用领域中，傅里叶级数和傅里叶积分都是以复数形式出 
现和使用的. 
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Cn = -| /(x)e 


dx (n = 0，1，"-)， 


/( x ) e mi da : ( n = 1,2,• • •). 

I 

现在将公式 （7.25) 的 a { X ) M ^) 代入 （7. 24 ) 中，就可得到 

/⑷ =+ J^°°dX |^/(0 cosX(x-0 d^. 

由于 /( OcosX ( x - C ) 关于 X 为偶函数，因此上式可改写成为 

/⑷=去广 d O ⑹ cosA .( x -0 df 


又因 f - 0狀关于人为奇函数，因此至少在柯西主值意义上有（参见 

J —oo 
§4.4.4) 

0 = v.p •[ 去 「: dX 广 :/(0 sinX(a; - f) 啦 ] • 

用欧拉公式合并以上两式就得到（在柯西主值怠义上成立的） 

阼)=去 DC 似，， 

将上式分拆开来，一般称 



(7.26) 

为 /( x ) 的傅里叶变换，而称 



(7.27) 

为 F ( k ) 的逆傅里叶变换①. 



于是可见， 一 方面上述两个变换公式与傅里叶级数的复形式很相似，另一方面，傅 
里叶变换的两个公式本身又非常相似.在许多应用领域中，将 X 改记为 <,代表时间，而 
将入改记为0；(或/)，代表频率，则傅里叶变换就是从时域到频域的转换，而其逆变换就 
是从频域到时域的转换. 

如同函数可展开为傅里叶级数的收敛性理论一样，傅里叶积分以及傅里叶变换也 
有相似的收敛性理论.如《习题集》所指出，若/( X )在 （- oo ，+ oo ) 上绝对可积，又与其 
导函数在任何有限区间上均分段连续，则在/的连续点上傅里叶积分公式 (7.24) 成立， 
而在不连续点上，该公式左边应换成为 \[ J{x + 0) + /(x - 0)]. 

在数学分析教科书中，对傅里叶积分作较详细介绍的主要有 [11] 的第三卷的 §19.6 
和 [33 j 的第二卷的 §18.3 .在 [7] 的第二卷的 §4.13, [6] 的第一卷和[22】的一卷二分册中 
也有傅里叶积分的材料.此外还有关于傅里叶积分的理论和应用方面的专著. 

①在各种文献中所用的傅里叶变换及去逆变换的定义可能略有差别，其中包括在两个积分前的系数可能 
分别取为1和而在被枳函数中的指数函数的指数中所取的符号也可能与这里 相反. 


还可以指出，傅里叶变换与 §7.3.3 中的拉普拉斯变换有密切联系，同时也是求解某 
些偏微分方程的有力工具（例如见 [6] 的第二 卷). 本节最后的一个习题3900则是求解 
积分方程的计算题. 


习题 3881 用傅里叶积分表示 /(a:) = 


1， \ x \ < 1, 
0 ， |x| > 1. 


解由于 f ( x ) 为偶函数，因此 b (人 ） = 0. 计算得到 

a ⑷= * J:c 喊 d 卜 *. = 吾 • f • 

由于函数 /( aO 在 (- oo ,- Hoo ) 上绝对可积，同时又与其导数在任何有限区间上分段连续， 
因此在连续点处，即当 N 一 1时，成立 

/⑷= 县广 °° ^^-cosXxdX, 

兀」0 人 

而在不连续点处，即于 x = 土1 处，由于 

/(I 一 0 ) + /( 1 + 0 ) __ 1 


而在不连续点处，即于 


/(-1-0) 十 /( 一 1+0) 


因此有 


在下面的附图1中作出了 f ( x ) 的图像.在附图2中作出了 a (? l ) 的图像.由于 b (人 ） = 0, 
而从 （7.25) 和 (7.26) 可知有 F {\) = \ b ( X)l 因此也可知道本题函数 /(a：) 的 

傅里叶变换 F ( X ) 以及频谱 \ F ( k )\ 的&致形状 .□ 

f{x) \ ‘办） 


cosXdX. 


-1 0 


习题 3881 的附图 



习题 3881 的附图 2 


注本题的傅里叶积分公式，无论是在连续点还是不连续点处，都可以从 §7.4 的狄 
利克雷积分直接得到. 


习题 3886 用傅里叶积分表示函数 / Or ) = 


(a > 0 ). 


解由于 f ( x ) 是奇函数，因此 a ( X ) = 0. 计算得到 

i \T ^re = ^ 

其中引用了 §7.3.2 的习题3826的拉普拉斯积分 h 的答案. 
这时的傅里叶积分的等式 


(入 >0) 
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r 


sinXxd 入 


a 2 + x 2 

可以从右边的广义积分直接得到（见 §4.4.1 的习题 2347). 由于本题的/( X )在 
(- oo ，+ oo ) 上非绝对可积，因此本节中所说的收敛性充分条件不满足 .口 

注当 /(㈨ 在（一 oo , + oo ) 上非绝对可积时，在 [111 的第二卷714小节中给出了傅 
里叶积分公式成立的其他充分性条件. 

(A sin u)t. Ifl < 

习题3889用傅里叶积分表示函数/⑷= 


0 , 




2 nn 


in 为正整数). 


提示此题计算不难，只是可以看到，当 n 充分大时， /( t ) 的频谱高度集中在 X = uj 
的附近，请读者对此作出解释 .口 

_ xi 

习题3898对于函数求其傅里叶变换. 

解如在导出 (7.26) 时所说，傅里叶变换的积分表达式是在柯西主值意义上来定 
义的，因此对本题就有 


吵) = ★ n 




41 


= ^ fen e 2 cos ^ - 

利用 §7.3.1 的习题3809的答案，即可得到 F ( X ) = e "^". 这表明函数 
变换就是其自身 .口 


习题 3900( a ) 求函数 pOc )， 设 

■oo 

< p ( y ) cos xy dy 


的傅里叶 


+ y 4 


解设在偶延拓后在 (- oo ,+ oo ) 上满足傅里叶积分收敛的条件，则按照公式 
(7.26) 可知其傅里叶变换为 

吵 ) = 々 r 冰 ) 咖 ㈣ = . ttf' 

因此只要再作傅里叶逆变换即可得到 ^( x ). 由于 F 是 X 的偶函数，于是可按照 (7.27) 
计算 如下： 

ip(x) = F ( 人 ) cosXxd 入 

cos\x 






dX — e~ x (x ^ 0), 


其中最后一步利用了 §7.3.2 的习题3825 (拉普拉斯积分 L ) 的答案 .口 

注本题是关于未知函数 Wy ) 的积分方程，它是否还有其他解是需要研究的.在 
[11] 的第三卷718小节的例题 3) 的底注中指出，己经证明这类积分方程的连续解不会 
多于一个. 




第八章重积分、曲线积分和曲面积分 


内容简介本章包含了多元积分学的全部内容，共有17节，其中前10节从二重积 
分、三重积分到多重积分，包括它们在几何和力学上的应用，后7节为曲线积分、曲面积 
分和场论初步. 

§8.1 二重积分（习题 39 01- 3983 ) 

内容简介按照习题的内容分成六个小节.第一小节中包括从二重积分的定义到 
中值定理和平均值有关的习题，第二小节主要是在直角坐标下的二次积分顺序交换以 
及有关的一些计算题，第三和第四小节则是与极坐标变换和一般坐标变换有关的习题. 
第五小节是含参变量的二重积分，最后的补注小节介绍卡塔兰方法. 

8.1.1 二重积分的定义与估计（习题 3901-3915) 

这一小节的15个习题有多方面的内容，其中包括积分定义、积分估矩形区域上 
的二次积分计算、积分中值定理等. 

习题3901把积分 JI 当作积分和的极限，用直线 

O ^ x^l 

0^1 

參 

工=含，2/ = + (六 ） =1，2,…， n - 1〉 

把积分区域分为许多正方形，并选取被积函数在这些正方形之右上顶点的值，计算此积 


解这时有 △: Ti = Ayj = l、Xi = 士, yj = = 1，...， n ， 因此有 

Tc Tv Tv 

II xydxd2/ = tEE 叫心 為' 1 [(去 E 去 ).( 士亡 含)] 

： x< 1 *-! i =1 * =1 J =1 


o ^ y^i 


=lim 


( n + l ): 


T. 


□ 


注由于被积函数为: r 乘以2/，而积分区域为矩形，因此若用二次积分来计算本题 


最为方便.实际上从以上证明己经可以看出有 

II = (|^dx) . (|%dy) = I . 

O^x^l 

这即是后面的习题3909的特例. 
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习题 3905把积分区域 5:{ x 2 + y 2 ^ l } 分为有限个直径小于5的可求积的子区 
域 ASi (i = 1，2, . •. ， n ). 怎样的值5能保证不等式 


n 

11| sin(x + y)dS -^2 sin(x* + yi) AS* 


< 0.001 


成立？其中 ( x uyi ) eASi . 


解记叫为被积函数 sin(rr + 2 /) 在子区域 A 5 i 上的振幅 ， i = 1，…， n ， 然后利用 
积分对积分区域的可加性，并将和式的每一项也写成为积分，就可以对不等式的左边估 
计 如下： 

n n 

= I 51 || ( sin ( x + y )- sin(xi + yi )] d 5| 

* =1 ASi 


||| sin(x + y) d5 — ^ sin (: 十 ja) 

S i 一 i 

n 

< j} I sin ( x + 2/) 一 sin ( x * + 2/i)l d5 


< y^g ； j|A5tl 彡 miwc u ； i^ |A5j| = 7C rruu^a；i 


»=l 

其中 | A 5 i | 是子区域△氏的面积 ， i = 1，…， n ， 71是区域5的面积. 

利用拉格朗口微分中值定理，当 u 一 t ; 时，在 ix ， t ; 之间存在6使得 

| sinii — sinv | = | cos ^ - (u — v)\ 彡卜一 u | 

(这即是 §2.6.2 的习题1251⑷)，于是可见在每一个子区域 △反 上的被积函数 sin(x + y) 
的振幅叫可估计 如下： 

u »» = sup I sin(x + y ) — sin ( x ' + y')\ 

(*, l /)»( a ： / > V / )€ A 54 

< sup \{x + y) - + y f )\ 

( x . vUx ^ y^Si 

^ sup (|x - rr’l + 12 / — j / l ) 

彡 sup V2y/(x - x f ) 2 + (y - y，) 2 = ^2-d(ASi), 

( aM /)，(:’， y ’)€ AS * 

其中用了柯西不等式，并用 d ( ASi ) 表示的直径. 

综合以上，由于有 max cJi ^ y / 26 , 子是只要取满足以下要求的 (5 即可： 

l ^ i^n 


6 < 


1000V2n 


w 0.000 225. □ 


习题 3907计算积分£0^£ 2 抑 2 (12/. 

解 记= £ 2 zy 2 dy ， 它是含参变量积分，参变量 x 既出现在被积函数中，也 
出现在积分限中.先 ifk 得到 

F { x ) = xy 2 dy = x ^ y 2 dy = x • ^ 





然后就可计算得到 

£F(i)dx = |£(x 4 -x 7 )dx=|-(|--|-) = ^-. □ 

注习题 3906-3908 的意义在于说明二重积分的主要计算方法就是将它转换为二 
次积分，其中每一次求积都可以用第四章的一元积分学中的方法来做，然而内层积分在 
概念上就是第七章中的含参变量积分.通常可以将上述题解中的计算过程合并如下： 




dx 




习题3909证明等式 


|| X ( x ) Y ( y ) dx dy = X ( x ) dx - £ Y ( y ) dy . 


其中 i ? 为矩形 a ^ x ^ A t b ^ y ^ B , 且函数久⑷和 Y ( y ) 在相应区间上 连续: 


分析这里首先需要考虑本题的出发点是什么.若已经有了二重积分转化为二次 
积分的定理，则本题是平凡的.我们认为本题应当是从二重积分的定义出发作出证明， 
同时假设当被积函数连续时二重积分的存在性己经有保证. 

在以上前提下，木题的证明只需要修改前面的习题3901的计算过程即可得到.具 
体来说即将区间和 [6,5] 均作 n 等分，并将二重黎曼和中的被积函数的取值点选 
为这样就可以如习题3901那样，将二重黎曼和写成为两个一元函数的黎曼和 
的乘积，最后取极限即可 .口 

注今后我们可以将本题所示的被积函数为 X ( x ) 与 Y ( y ) 相乘的情况称为被积函 
数可分离，它在矩形区域上的二重积分就是两个一元积分的乘积，计算特别方便. 


习题 3910设 f(x ， y) = F r ^y\ 计算 

I = ^ f(x 1 y)dy. 

解这里需要对 f(x ， y) 加条件，例如在矩形 [ a , A) x [b,B] 上二元连续.这时即可 
用牛顿-莱布尼茨公式计算 如下： 

J = = [<( X ， C] dx = f F' x {x y B)dx-^ F^(x,b)dx 

= F{A, B) - F ( a , B) - F(A, b) + F{a, 6). □ 

注最后得到的 / 的差分表达式已在 §6.6.1 的习题3591中见过.这样的表达式也 
出现在教科书中关于二元函数的二阶混合偏导数与求偏导的顺序无关的定理中. 


习题3911设 f ( x ) 为区间 a d < &上的连续函数.证明不等式 

[£/(^) dx ] < (6-a)£/ 2 (x)dx, 

且仅当/(4 =常数时等式成立. 
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提示将此题与 §4.3 的习题2331比较，即可看出本题的不等式即是那里的不等式 
(常称为施瓦茨不等式） 

ip ( x ) / ip ( x ) dxj 彡 j 6 ^ 2 ( x ) dx | t tp 2 ( x ) dx . 

的特例.实际上只要取 c ^( x ) = f ( x )， xP ( x ) = h 就得到所要的不等式.就证明方法来说, 
那里给出的三个方法对本题都有效.下面用其解3给出本题的一个解 .口 

解对于二元连续非负函数[/⑷ —/( y ) 卩彡 ◦ 在区域 x [ a ，6] 上的二重积分， 
利用习题3909的结论，就有 

0 < || [ f ( x )- f ( y)] 2 dxdy 

a ^ x^b 

a ^ y^b 

=|J [/ 2 ⑷一 2/(x)/(i/)-f-/ 2 (2/)] dxdy 

彡 fe 

=(^ - a ) £ / 2 ( x ) dx - 2 £ f { x ) dx £ f { y ) dt / + (6 - a ) £ f 2 ( y ) dy , 

然后将其中积分变貴 y 改％ x 再加整理即可. 

利用函数/连续，仿照 §4.1.4 的习题2205的必要性部分，就可推出上述不等式成 
立等号的充要条件是在 : r € >，6 j 和 y e [ a y b ] 时成立恒等式 

f ( x ) = /( y )， 

而这只可能是函数/为常数 .口 

注本题给出了在区间 [ a ， 61上的函数/的积分和/ 2 的积分之阆的一个基本关系， 
并可推广到有限区间上的无界函数的广义积分情况.特别是由此不等式可推出， 
若尸⑷在 [ a ,6] 上广义可积，则 f ( x ) 在 [ a ,6] 上必定绝对可积. 

习题 3912(b) 积分 J | 一 W - dxdy 有怎样的符号? 

* 2 +1/ 2 ^4 

解如附图所示，积分区域是以原点为中心半 
径为2的圆.从被积函数的表达式可见，当 x 2 + y 2 < 

1时其值大于0,而当 z 2 +沪> 1时其值小于0,因 
此在图中用深灰色区域 A 表示的圆 x 2 + y 2 < 1上 
的积分大于0,而在圆环1 ^ c 2 +2/ 2 <4上的积分 
小于 0. 

为了判断上述两个积分之和的符号，在: r 2 + 
y 2 < 1上利用被积函数小于等于1，因此其积分可 
估计为不超过71,而在圆环1 < ： E 2 + 2/ 2 < 4上需要 
估计积分的上界. 



习题 3912( b ) 的附图 





§ 8.1 二重积分（习題 3901-3983 ) 


由于仅仅有: r 2 + y 2 > 1不足以得到这样的上界，可以取某个 r € (1,2), 如附图 
所示将上述圆环分解为白色和浅灰色的两个圆环/ 2 和即1 < P + y 2 < 沪和 
r 2 < x 2 + y 2 ^4. 这时对圆环 J 2 只知道其上的积分小于0,而对圆环则可估计如下. 

这时被积函数 “I 一 X 2 - 沪 = _^/ x 2 + f 一 1彡一^1,而积分区域/ 3 的面 
积为 71(4 - r 2 )， 因此知道有 

|| y/l — x 2 — y 2 dx dy < — Ky / r 2 — 1 (4 — r 2 )， 
h 

于是得到估计 

II ^ 

x 2 +y 2 ^4 


— x 2 — y 2 dx dy = Jj y/l — x 2 — y 2 dxdy 

/lU/aU/3 

< jj \/l — x 2 - y 2 dxdy 


< n[l — \/ r 2 — \ (A — r 2 )]， 

而最后一个表达式可以在 r 的很大范围内为负，例如取 r =力或 r = 就是如此，因 

此本题的积分小亍0. 口 


注用极坐标代换也可求解，这时可利用区域和被积函数只与点到原点的距离有 
关，积分符号的确定将转变为一元积分的符号确定问题. 


习题3914利用中值定理估计积分 



II 

W+lvl<io 


_ dxdy _ 

100 + cas 2 x + sin 2 y 


解由中值定理知道 / 等于积分区域的面积和被积函数在某个点 ( C ,7?) 处的值的 
乘积.由于积分区域 {( x , y )|| x | + | y |^10} 的面积为200,而被积函数的值明显在^ 

和 ik 之间，因此得到 

fa = 2 ^/^» = «« 1.960 784 . 

又由于被积函数连续，而只有当被积函数恒等于^和时积分才能等于2和 
臀， 因此上述估计的两边的不等式都不可能成立等号 .口 


8.1.2 直角坐标系中的二重积分计算（习题 3916-3936) 

本节的主要工具是二重积分到二次积分的转换，在教科书中都已经建立了有关的 
定理，以下的习题都是这方面的训练，其中包括积分限的确定和积分计算. 

在习题 3916-3922 中，对于给定区域 a 按两个不同的顺序安置二重积分的上下限. 
下面只举其中一题为例. 
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习题3920给定区域 Q 为圆 a : 2 + y 2 彡 y ， 对二重积分 


JJ f { x , y ) dxdy 依两个不同的顺序安置积分的上下限 • 


解将区域 n 的边界 : r 2 +2/ 2 = y 改写为 

x2 + ( y -i ) 2 = i' 

可见 n 是附图所示的以点（0,去）为圆心和半径为 | 的圆 • 

对于先2/后2：的二次积分，从边界方 ^可见 x 的范围为从 

一+到 +• 这时的圆的上下边界为+土 因此就得到 



f ( x , y ) dy . 



习题3920的附图 


对于先 x 后 y 的二次积分，从边界方程可见 y 的范围为从0到 1. 这时的圆的左右 
边界为干因此得到 



f ( x ， y ) dx . 


□ 


习题 3923-3931 都是与二次积分的积分顺序变换有关的 习题. 下面举两个例子，其 
中习题 3923 的狄利克雷公式在二次积分的转换中是一个常用公式，它还可推广到 n 重 


积分，见 §8.10 的习题 4202. 

习题3923 (狄利克笛公式）证明 

£ dx £ /( x , y) dy = £ dy J a /( x , y) dx (a > 0). 

解观察公式左边的二次积分，可见变暈 rr 的范围为区间 
[0, a ], 而对于每个固定的 : r € [0， aj , 变量 y 的范围为 [0，: c ], 因此 
就可定出区域= {{x y y) \ 0^x^a,0^y^x} 为附图所示的 
三角形区域. 


2/i 



习题3923的附图 


由此区域 S 2 即可看出，在其上的二重积分转化为先 a ： 后2/的二次积分时，对于2/求 
积的外层积分的范围为从0到 a ， 而在固定€ [0,4 后，对于: r 求积的内层积分的范围 
为从 V 到 a , 这就是公式右边的二次积分 .口 

习题3929改变积分 [ f(x,y)dy (a > 

Jo JV 2 ax - x ' 2 

o ) 的积分顺序. 

解由所给的二次积分可见，变量 x 的范围为区间 
[0 7 2 a ]. 在此范围内区域的上边界的方程为 y = 

也就是抛物线 x = -^ y 2 的一段弧，且可以看出当 x 从 
0到2 0 时，变量 y 也^0到 2 a . 区域的下边界方程为 
y = \/2ax - 即圆 {x-a) 2 - fa / 2 = a 2 的上半 _ (见附 图). 



习题3929的附图 









在改变积分顺序为先 rc 后 y 时，由区域 n 可见，其外层积分的积分范围为2/从0到2 d ， 
但在 固定妁 € (0, a ) 时，水平直线 y = yo 与区域 D 的边界交于4个点，因此这一部分的 
积分要分成两项. 

将所有边界都表示为2/的函数，就可将改变积分顺序后的二次积分写为三项之和： 
J^ a dx f(x, y) dj / = dy _y f(x,y)dx 


w : 


f{x,y)dx 


Jo … 

+ 广 dy } f(x,y)dx. □ 

习题 3932-3936 是给定积分区域和被积函数后的二重积 I 计算.这时一般有两个二 
次积分可供选择.注意它们的计算最可能不 一样， 其中之一很难计算或甚至不能直接计 
算的情况也可能发生.实际上这种情况前面已经见到过.用积分号下积分的方法计算含 
参变暈的常义积分就是通过一个二次积分来计算另一个二次积分，其中就可能遇到这 
样的情况.例如，在 §7.1.2 中的习题 3737 就是如此.由于这类习题在教科书的相应部分 
都有，下面只举一例. 

习题3936汁算积分 || y 2 da:d?/, 其中 Q 是被横坐标轴和摆线 

n 

x = a(i — sin 亡)， y = a(l — cost) {0 ^ t ^ 2n) 

的第一拱所包围的区域. 

解将参数方程记为 x = = 2 /⑷， y 

则吨）为严格单调递增.如附图所示，区域 Q 2a | … 

在 Ox 轴方向的范围为 0 0：<27ia (关于摆线 a n 

的分析可参见 §2.3 的习题 1079), 而当 a : 在此 Y \ , 

范围内固定时， y 的范围为从0到1^(0：))，其 ° ^ 27la X 

中参数 i = f(x) 是 x(f) 的反函数. 习题的 36 的附图 

根据区域的形状可考虑用先 y 后 x 的二次积分来计算，于是有 

IJ y 2 dx dy = ^ dx y 2 dy 

=j y 3 (t(x))dx. 

作代换 z = a;(《）=a(t-sin^), 这时 dx = a(l-cost) dt, y{t(x)) = y(t(x(t))) = y(t), 
上述积分即可继续计算下去得到 

JJVda;dy = j a 4 (l - cost) 4 dt = 1 ^ 1 - sin 8 df = H sin 8 9dO 


习题 3936 的附图 


32 a 

3 


Tl 

si: 
. o 


9d0 
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8.1.3 极坐标系中的二重积分计算（习题3937- 3955) 


正如在一元积分学的计算中变量代换方法的地位—样，在二重积分的计算中也经 
常需要采用变量代换的方法，其中尤以极坐标代换最为常见 • 

在用极坐标代换 x = rcosip,y = rsin <^ 于二重积分时，对于初学者必须强调指出, 
除了被积函数和积分区域的转换之外，必须（在形式上）将 dxdy 换为 rdrd ^, 其中的因 
子 r 不能遗漏.实际上它有明显的几何意义，它就是在坐标面 rOif 上以 Ar 和为边 
长的小矩形映射为坐标面 xOy 上的曲边四边形的面积的缩放比当 Ar 2 + -> 0时 

的极限.从二重积分的变量代换的一般理论可知，这个因子 r 就是极坐标代换下的雅可 


比行列式（的绝对 值)： 

cos ip s'mifi 
—rsin ip r cos (f 


(r cos ipY r (rsin ( f) f r 
(r cos ( p )’ (rsin 


习题 3938 设 U 为圆 re 2 + y 2 彡 arc (a > 0)， 对二重积分 f ( x , y ) dxdy 作极坐标 
代换，并配 置其积 分限. ° 


解 用 x = rcosp 和 2 / = rsirup 即可将区域的边界 
x 2 -\- y 2 - ax 转换为极來标系中的 r = a cos ip . 

由此可确定变 S p 的范围为[-号 ， f ]，并当 W 在此范 
围内固定时，变贵 r 的范围为从0到 acosp , 因此就得到 


JJ f ( x , y)dxdy = | 2 n dp | V V /( rcosvp，rsin p ) dr . 



习题 3938 的附图 


另一方面，也可以写出先 p 后 r 的二次积分.这时外层对 r 的积分范围为从0到 a ， 


而当 r 在此范围内固定时，里层对 p 的积分范围为从一 arccosj 到 arccosf . (在附图 
中用虚 线画出 了积分区域内 r = a /2 的一条曲线 .） 于是可得到 a 江 


f ( x , y)dxdy = T dr T a r/(r cos r sin ( p ) dip . □ 
JJ JO J — arccos £ 


习题 3948 设 r 和 p 为极坐标，改变积分 j 2 。 dpf 的积分顺序. 

提示由所给的积分可见积分区域就是习题3938的附图中的圆: r 2 + y 2 因 

此与该题有重复之处 .口 


习题3950设 r 和 p 为极坐标，改变积分 Q d^T /(^ r)dr (0 < a < 2 tc ) 的积分 

. 0 


顺序. 



解 与直 角坐标系情况的习题 3924-3931 类似 
(见 §8.1.2 的习题 3929)， 先根据给定的二次积分的积 
分限确定积分区域，然后写出另一个二次积分. 

从所给的二次积分可见，积分区域的部分边界由 
r = ^给出，它是阿基米德螺线（参见第一册附录一 
的习题 371.1 ⑷).根据 0< a <2 K ， 在附图中作出了 
积分区域（其中取 a = 6)，并在其中用虚线作出了 r 
等于常数时的一条曲线.在该曲线上的变最^的范围 
是从 r 到 a ， 因此就可得到另一个二次积分为 



习题 3950 的附图 


£ dr 厂 /(a r ) dp . □ 


习题 3955 用极坐标变换计算二重积分 JJ sin yjx ^ + y 2 da :dy 

K 2 ^x 2 +y 2 ^4n 2 


解记该二重积分为/，积分区域为圆环，其极坐标表示为^ r ^ 2 tu , 与变量 p 
无关，也就是说它的范围为[0,2祠.被积函数在极坐标下为 sinr. 再考虑到从 dxdy 变 
为 rdrdp ， 就可以计算 如下： 

I = || sin y/x 2 y 1 dxdy = || r sinr dr d<f 

7t 2 ^x 2 +y 2 <4K 2 

=j 2 d^J 2 rsinrdr = 27C 广 r sin r dr. 

其中利用了 §8.1.1 的习题 3909, 即当被积函数可分 离时， 矩形区域上的二重积分变为两 
个一元积分的乘积，因此可以在上述计算中先求出关于#的积分值2兀. 

然后用分部积分法即可得_ 

/ = —27c(rcosr)| -f 2n| cosr dr = — 2 兀 (2n + 兀） = —6k 2 . □ 


8.1.4 —般的二重积分计算（习题 3956-3977) 

在本小节的二重积分计算题中，多数习题都适宜于用变量代换方法来进行计算.在 
选取用什么样的变量代换时一般需要同时考虑被积函数和区域的特点. 

与上一小节关于极來标代换的使用相似，对于一般的变暈代换 

X = x ( u , v ), y = y { u y v ) (8.1) 


下的公式 

需要做三 件事: 


| J /(^2/) da : d2 / = JJ f { x { u , v ), y { u , v ))\ I \ dudv , 



(1) 将坐标面 xOy 上的区域 Q 转换为 uOv 平面上的区域 IT ; 


(2) 将被积函数 f ( x ， y ) 转换为 /( x ( u , V ), y ( u , t ;)); 


( 8 . 2 ) 
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(3) 计算雅可比行列式 

D { x y y ) 

取其绝对值后乘以上述 （2) 中的 f { x { u , v ), y {^ v )\ 这就是公式 （8.2) 右边的被积函数. 
对于极坐标代换就有 J = r . 由于一般有 r > 0,因此不必再取绝对值. 

与极坐标代换相似，雅可比行列式/的绝对值有明显的几何意义，即|/|是在坐标 
面 uOv 上以 Aix 和 Au 为边长的小矩形映射为坐标面 xOy 上的曲边四边形的面积的 
缩放比当厶 u 2 十 At ; 2 — 0时的 极限. 还可以指出，/的符号也有明显的几何意义 • 若将 
上述矩形和四边形的边界闭曲线取逆时针方向为正方向，取顺时针方向为负方向，则当 
/>0时上述小矩形和曲边四边形的边界方向保持不变，而当/ < 0时则边界方向相反， 
即从正向变为负向或从负向变为 正向. 


在计算雅可比行列式时，若代换 (8.1) 以 u = u ( x y y ) 和 w = v ( x , y ) 的形式给出，则 


下列恒等式是有 用的: 


D ( u t v ) D [ x , y ) 


(8.3) 


习题 3956 利用函数组 



v = y/xy 


把正方形 S { a<：xKa + h y b ^ y ^ b ^ h } {a >0^>0) 变换为区域 V . 求区域 V 与 
S 的面积之比.当 /I — 0时，此比值的极限等于什么？ 


解如附图所示，其中取 h > 0、则 S 的面积 -： / I 2 ,而 V 是一个曲边四边形，它 
的面积可以用二重积分写出为 | S '| = # duAv . 



习题 3%6 的附图 


在题设的变换的逆变换下，区域 S ' 映射为正方形 5. 
|夕|，先计算雅可比行列式 


= t; ) 
一 D(x t y) 



为了应用公式 （8.2) 计算面积 



然后就有 











_ A 


dx 




于是得到所求的比例 

醫=忐(女 _i)[ (…) U】， 

且可求出当 /i 4 0时的极限为 

1^| 3，6 \吾 ri 


A 互 

T 


yja + h 


i 皆吾(音广 □ 

注如本节开始所说，最后的面积之比的极限恰好等亍|/|在 x = a，y = 6处的值. 
同时雅可比行列式/< 0的几何意义也可在附图中看出，即当正方形 S 的边界（闭折线) 
ABCDA 取逆时针方向时，曲边四边形 V 的边界 A , B , C , D , A , 却取顺时针方向. 

习题3962采用适宜的变量代换，把二重积分 

JJ f(x + y)dxdy 


化为一重积分. 


M + li/Ki 


解作代换 
u = x + t /. 


= rr — y , 


则有 


x = + v )，y = y(u-v). 

这时如附图所示，原题的积分区域 

n = { ( 工， y) I l:l + lvl < ” 

变为 

计算雅可比行列式 







习题3962的附图 


D ( x ， y ) 

D ( u , v ) 


因此就可以按照公式 (8.2) 得到 

JJ f{x + y ) da : dy = 士 JJ f ( u ) du 


1^1+ lvK 1 


= Y I dv J f ( u ) dw = I f ( u ) du . □ 

注本题的雅可比行列式 / 的绝对值|/| = +和/ < 0都有明显的几何意义.从附 

图上即可看出，在坐标系 Om ; 中求出的面积要乘以 j 才能得到坐标系 Oxy 中的面积， 
又可看出区域 n 的边界取向与在映射后得到的区域 iT 的边界取向是相反的. 
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习题3971计算二重积分 





I cos(x + y )| dx dy . 


解如附图所示，将积分区域分成 8 个三角形，并记为 
1，2,3,4和1 , ,2 / ,3 / ,4 / .利用被积函数只与 x + y 有关，又利 
用 | cos 关于和的对称性，可见对于 n = 
1,2,3,4,被积函数 | cos(x + 2 /)| 在三角形 n 上的积分与它在 
三角形 Y 上的积分相等.因此所求的积分等于在四个三角形 
的并集（即图中的灰色正方形）上的积分的两倍. 
采用与习题3962的相同代换 

tx = x + I /, v = x — y , 

则附图中的灰色正方形区域变为 txOt ; 平面上的正方形 



习題3971的附图 


{(^»^) I y < w 一晋 < v < 号}’ 


而雅可比行列式的绝对值为恰好与上面的倍数2相抵消，于是就得到 


U I cos(x + 2/)1 cizd ?/ = j 2 穴 ch ; j : | cosu | dw = 7 t x 21 2 coswdw = 2 tc . 


O ^ x^n 
0 彡 



习题 3972 计算二重积分 


II 1 ^ 


一 X z — y 


dxdy 


解记/(心“二^^一/一^^则首先要分析满足 
f ( x ， y ) = 0 的点集.用配方法可见 

学- = 士-卜点) 2 -〜-*) 2 ， 

这样就如附图所示，可将积分区域 x 2 + t / 2 ^ 1分为两个区 
域^和 n 2 . 其中^是由 f ( x iy )^ o 确定的圆，而 n 2 由 
x 2 + 2/ 2 彡1与/( X ， y )^0 共同确定. 

于是就有 

IJ |/( x , y)|dxdy = JJ /( ar , y ) dx dy - JJ /( a :， y ) dx dy 


U 



x 2 + y 2 <l 


= 2 |j/(T ， 2/) dxdy 


f (工, y ) dxdy , 


x 2 +y 2 ^l 


这样就克服了原题中被积函数带有绝对值的困难. 

由于最后的两个积分的积分区域都是圆，因此可分别用极坐标代换进行计算.对于 


圆，令 X = 


2y/2 


+ r cos 9^ y = 


2V2 


+ rsin 0， 1/2, 0 彡 0 彡 2 tc , 就得到 





丄 

JJ f { x , y)dxdy = ^ d 9 ^ (+- r 2 ) r dr = 


- JL 
~ 32 


而对于圆 rc 2 +2/ 2 < 1, 则用普通的极坐标代换即可得到 

|| f { x , y ) dxdy = J 2 d ^| ( rcos 0 + rsin 0) - r 2 jr dr 


= -2n 


dr =— 


T . 


因此最后的答案是 + f = | .口 


习题3977设 m 及 n 为正整数且其中至少有一个是奇数，证明 


y n dxdy = 0. 




解不妨设 m 为奇数，则可将积分分解为两项 如下： 

JJ x m y n dxdy = J | x rn y n dx dy + J | x m y n dx dy , 

J _ -2 人 2 -2 ■ u 


x>0 


然后对于右边的第二个积分作变最代换 x = - u )V = y . 这时该积分的积分区域变为 
u 2 + y 2 ^ a 2 y u ^0, 雅可比行列式的绝对值为1，于是得到 


x 2 ^y 2 ^ ： a 2 


y n dxdy = || x m y n dx dy - JJ u m y Tl dudy = 0. 


汾 2 




这是因为右边两个积分的积分区域和被积函数完全相同 .□ 

注本题在奇数情况利用对称性得到积分为0的简单结论，这在今后的重积分中是 
具有典型意义的.首先是积分区域 x 2 + y 2 < a 2 关于 Ox 轴和 Oy 轴的对称性，其次是 
被积函数的奇偶性，即当 m 为奇数时，被积函数关于 a : 为奇函数，而当 n 为奇数时，被 
积函数关于 y 为奇函数.本题也可通过将二重积分转化为二次积分来求解. 

8.1.5 杂题（习题 3978-3982) 

如果说这里的几个习题有什么共同点，那就是其中都带有参数，所以也可说是含参 
变 M 的二重积分. 


习题3978求 


，◦古 n •) ⑽， 


其中 / b ， y ) 为连续函数. 


x ^+ y 2 ^ 


解1由于积分区域收缩于原点，而被积函数有界，因此所求的极限属于 j 型的不 
定式.为了克服参变量 p 出现在积分区域中的困难，可以用极坐标代换将积分变为 
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x 2 + y 2 ^ p 2 

然后即可试用洛必达法则计算 如下: 


f ( x , y ) dx dy = J P dr J 2 r/(r cos ip , r sin ip ) d ( fi . 




|J /(rc ? ^)cb:d 2 /= lim 


、P rzn 

dr rf(r cos r sin ip ) dip 

• o Jo 



* 2 + y 2 ^ P 2 


pf(p cos p sin ( f ) dcp 


Tip . 


=lim 迎 
p—>o 


2 np 


= 2 iTSj 0 /(Pcos^psin ¥ ,)d^ = /( 0 , 0 ). 


其中最后一步利用了对于含参变最常义积分的求极限运算可以通过积分号的定理 .口 

解2直接按照极限定义可证明所求的极限为/(0,0)如下. 

对于给定的£ > 0,利用 f [ x , y ) 于原点 (0,0) 的连续性，存在 J > 0,使得当 



2 + 2/ 2 < 5时，有 |/( x , y )-/(0, 0)| < e . 

于是即可有以下 估计： 

-^2 JJ /(x,2/)dxd2/-/(0,0)| = I ^2 - |J [f( x ^y) - f(^0)] dxdy 

* 2 +» 2 彡 P 2 ® 2 + y 2 < p 2 




兀/5 2 


![ 


|/(x ， 2/) — /(0,0)| dxdy ^ e. □ 


x 2 + y 2 ^ p 2 


解 3 用二重积分的中值定理，存在点(^, 7；) E {( x , 2 /) | x 2 + y 2 ^ p 2 }, 使得成立 

f { x , y)dxdy = f (^ r ))- np 2 , 

以下同解2,从略 .口 


II 


注本题可以看成是一元积分学中的极限 lim 


f { x)dx 

~h 


=/(0)在二维的推广. 


以下的习题 3979-3981 都是计算含参变量的二重积分的导数，都可用习题3978的 
解1中的方法解决，只是如 [9, 25] 指出，习题3979有错，因此需要对此作出说明. 


习题3979设 


no = 


II 


tx 

1^" 


dxdy } 


O ^ x^t 


求 F ' it ). 


解因参变量 《 同时出现在积分区域和被积函数中，作代换 x = t^y = 就有 

F ( t ) = t 2 || e + dCd ”， 

0«1 

此后对 f 求导应当没有困难. 

问题出在被积函数于积分区域内无界，因此属于广义的二重积分.从 




f ⑴ « ’ 扣 = r 。 d 办 = + jy ( e > - u 办 
可见，对每个 t > 0,最后一式中的广义积分总是发散的，即只能有 F (0 = 4-00, 因此原 
题是错误的.如19, 25] 指出，若将被积函数改为 e "^ 就没有问题了. 口 

习题3982 证明： 若 /( rc ， 2 /) 连续，则函数 u ( x ， y ) = +「％ /( U ) dr ? 满足 

Z Jo J^-x+y 

方程 

0-祭=， ㈣ ). 

注本题是含两个参变最 rr ， y 的二次积分，直接求导验证即可.当方程右端的 
f ( x , y ) = 0 时的齐次方程见于 §6.2.5 的习题3326, §6.4.3 的习题3488和《习题集》的 
习题3730等. 


8.1.6 补注（习题 3983) 

由于习题3983代表了重积分计算中的卡塔兰方法，它在一定条件下可以将二重积 
分以及一般的 n 重积分化为单重积分，因此特设这个小节对它作介绍. 


习题 3983设函数 f ( x y y ) 的等值线是简单封闭曲线，区域 S ( v u v 2 ) 由曲线 
f ( x , y ) = t；i 及 f { x , y ) = V2 闱成.证明： 

JJ /( x , y ) dx dy = j " 2 vF '{ v ) dv . 


S{vi,v 2 ) 


其中 F ( v ) 为曲线 f ( x y y ) = Vi 与 f { x , y ) = v 所围成的面积. 


由于习题 3983 中的积分区域过于特殊，其他条件又有不足，因此我们将在下面叙 
述并证明较为一般的卡塔兰方法所需要的命题. 


命题 8.1 (卡塔兰定理一）设 /( x , y ) 为有界闭区域 D 上的连续函数，值域 /( D ) = 
在 [ m ， M ] 上定义的函数 

m 

可微，且其导函数 r ⑷在 [ m ， M ) 上可积，则成立卡塔兰公式 

JJ / (怎’ y ) dx dy =广 tF ^ t ) dt . (8.4) 

D m 

注 （1) 在命题 8.1 中，积分区域 D 可以与/没有直接 关系. 若将集合 {m $ 
f ( x , y ) 彡当 f = Af 时取为 D ， 则可以导出习题3983的结论. 

(2) F ( t ) 可微和 F f { t ) 可积是命题的结论所需要的.我们不去研究函数/和区域 P 
应当满足什么样的条件时可以保证 F 具有以上性质，而是将条件直接加在 F 上.从应 
用的角度来看，这不构成困难，因为要用公式之前首先要计算出 F 及其导数. 
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以下做两方面的推广，即允许被积函数具有更一般的形式，同时积分可以是 n 维空 
间中的 n 重积分.为简明起见，在下面的命题中，对 n 重积分只用符号 J 来表示，对于 n 
维空间中的点简记为 ： r ， n 重积分的积分元 dx ^- dxn 简记为 da ;. 


命题8. 2 (卡塔兰定理二）设/和 p 都是有界闭区域 £> ClR n 上的连续函数，值域 
f { D ) = [ m ， M ]， h 是区间 [ m , M ] 上的连续函数，在 [ m ， M ] 上定义的函数 

F { t ) = f g ( x ) dx 

可微，且其导函数 P ⑷在 [ m , M ] 上可积，则成立卡塔兰公式 

f k ( f ( x )) g { x)dx = \ M hi ^ F ^^ dt . (8.5) 

JD Jm 

注容易看出，命题 8.1 是命题 8.2 在 n = 2, / i («) = t 为恒等映射， g 三1时的特例. 
命题 8.2 在 n = 2时的证明见[11】第三卷的597小节的例题15)，在617小节的例题 16) 
则推广到 M = + oo 的情况，在676小节的例题 17) 则推广到一般的 ri 维.此外，在676 
小节的例题 18) 和 20) 则还有索宁对卡塔兰公式的进一步 推广. 

应当指出，由于在 till 中的卡塔兰公式是以斯蒂尔切斯积分（见该书的 §15.5) 的形 
式出现的，因此比本书的上述命题更为一般 一些， 其条件的叙述也有所不同. 

下面对命题 8.2 给出一个简要的证明. 


命题 8.2 的证明先将函数如下分解为两个非负函数之差， 

n(T] |^( x)|-f ^( x ) |^( x )| - g ( x ) 

g(x) = - 2 - 2 - ， 

并将右边的两个分式分别记为^•⑷和 g -( x ), 则有贞 a :) = 〜⑷一 g ^( x ). 

由于公式 (8.5) 的左边关于 p 为线性，而右边的广由 F 的定义可见对 g 也是线性 

的，因此只要对于非负的证明命题成立，然后用上述分解即可推知对于一般的 Wo ：) 

命题也成立.（当然这里要假设由和确定的 F 分别满足命题中的条件 

对区间 [ m ， Mj 作分划尸= { t 0 , “,•••，〜}，其中 t 0 = m^ n = 相应地就将积分 

区域 D 用 f ( x ) 的等值面进行分割（参见示意图）并计算 如下： 


^ h { f ( x )) g { x ) dx 



[ 彡/⑷弘} 




Tl 

=y^M/(c»)) f 咖 ) & 

=f>(/ ⑹欣 ⑹ -fu 

i=l 

= f>(/ ⑹ ) 泸⑹ 以 “ 

參 , 


Xn 



用 / 的等值面分割区域 D 


其中在开始时使用了积分第—中值定理（这需要 9(4 为非负的条件)，得到 /(&) € 
t = 在最后一步又利用了微分中值定理，所得到的％ € [ ti-iM 

i = 1，…， n . 这时/⑷）和〜都在区间 [ U - uU } 但未必相等. 

最后令分划的细度 || P || = max { Ata ,... , At n } -^0, 并应用布利斯-杜阿梅尔定理 
(即 §4.1.2 的习题2193.1)，就得到所求证的卡塔兰公式 (8.5). □ 

注命题 8.2 不仅将命题 8.1 中的卡塔兰公式推广至 n 重积分，而且还在被积函数 
方面有推广.它突破了等值面（或等值线）必须依赖于被积函数的条件，其中 M /&)) 代 
表了与等值面有关的因子，而 9( x ) 则是与等值面无关的 因子. 若取 / i 恒等于1，则被积 
函数就是与等值面无关的贞当然卡塔兰方法能否成功应用取决于能否比较容易地 
求出满足可微条件的 F ⑷，且 F ' it ) 可积 • 

下面举几个前面的习题为例来说明卡塔兰方法的用法.当然对它们用卡塔兰方法 
不一定很便捷，但可以看出其思路与前面的变 S 代换方法是不一样的. 

习题3955的解2此题是计算 



在命题 8.2 中取 /(x,y) = v^ 2 +I/ 2 , Hu ) 二 sin U) 分 e 1， 则 / 的值域为 [ tc ，2 ti ]. 由 
于 F ⑷即是由 x 2 + y 2 = JC 2 与 x 2 + y 2 ^ t 2 所围面积，因此 F ⑷=邮 2 -冗 2 )，于是得 
到 r(t) = 2% t . 这样就由卡塔兰公式 (8.5) 得到公式 •• 



以下同解1 .口 


习题3971的解2此题是计算 

| cos(x + y )| dxdy . 

O^x^n 

利用对称性，如附图所示，只需要计算阴影区所示的三角形 
区域上的积分再乘以2即可. 

应用命题8.2，取 /( x ,?/) = re + % h ( u ) = | cosw |， 
g ( x f y ) 三 1 .这时 / 的值域为 [0,71]. 

如附图所示， F ( t ) 是直角边长《的等腰直角三角形的面积 
样就可以用卡塔兰公式 （8.5) 得到 



习题3971的附图2 
如 2 ,因此沪⑷ = i . 这 



tco 8 tdt — 2 



t cos t dt 


= 2 [(f- 1 ) + (f + 1 )] =271 - D 


如命题 8.2 所示，卡塔兰方法是将 n 重积分转化为单重积分的一种方法，二重积分 


计算不是它的“特长在 §8.6 和 §8.10 中将会看到卡塔兰方法的更有意义的应用. 
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§8.2 面积的计算法（习题 3984-4004 ) 


内容简介在二重积分中，取被积函数恒等于1，则其积分值就是积分区域的面积. 
因此除了 §4.5 中的各种面积计算方法继续可用之外，现在可以用二重积分及其 变蜇代 
换来计算区域面积. 

这里可以指出，在 §4.5 中的极坐标系中的面积计算公式，即由连续的曲线 r = r ( ip ) 
和两条射线 ^ = ^^ = 0 围成的扇形区域的面积为 

s = y £ r2 ^) 

可以由二重积分的极坐标代换公式导出： 

rdr = y |^ r2 (^) d ^- 

《习题集》对本节的部分习题给出了用极坐标 &换、 广义极坐标代换等提示,但以 
下我们还是根据具体问题选择适当的解法，其中包括在 §4.5 中己经学习过的各种面积 
计算法.此外，从几何上了解积分区域的形状是计算其面积的必要准备工作. 

习题3986求曲线 ( x - y ) 2 + x 2 = a 2 (a > 0) 所 II 面积. 


解1由解析几何中的二次曲线知识可见，所给的曲线为 
以原点为中心的椭圆（见附图).直接解出其上下边界为 

2 / = : 士 y / a 2 - rc 2 , 

其定义域为 [-a,a], 就可以求出所要求的面积为 

5 = |° [(re + y / a 2 - x 2 ) - (x 一 \/a 2 - x 2 )] dx 

= 2 



y/a 2 — x 2 dx = 7ia 2 1 

I 

因其中最后的积分可看出就是半径为 a 的圆面积 .口 

解2记曲线所包围的楠圆区域为 f ]， 则其面积等于在上恒等于1的被积函数的 
积分，于是就有本质 t 与解1相同，但用二重积分语言表达的 解法： 


5= [fdxdT/= P dxr^^^dy 
JJ J —a JX — y / a ^— x 2 


[(a; -f- v a 2 — x 2 ) - (x - yjo? 

解 3 利用二重积分的变量代换 — 

圆 W + I ； 2 < a 2 , 而雅可比行列式可从 : r = u 和 y = t 

V ) 

D{u,v) 

因此就可以计算出所要求的面积为 

D ( x iV ) 


□ 


c 2 )] dx = Tea 2 . 

则积分区域变为 uOv 平面上的 
^计算得到为 


0 


=一 1 


5= JJ 


u 2 + v 2 ^ a 2 


D ( u lV ) 


dudv = Ka 2 . □ 






解 4 在 §4.5 的参数方程方法对本题仍然有效.用2/ = b 代入曲线方程中就有 

x 2 ( t ) = ―如 §4.5 的命题 4.14 及其注2所示，又利用对称性，这时即有 
1 -f (1 — t ) 

s = 2 i c x2(t) dt = n 1 4 - o 2 = ° 2 n = ^ 2 - ° 

注本题只要用代换 z = a〆 ，2/ = a〆 就可以套用 §4.5 的习题2406的 答案. 以上 
几个解法与该题的10个解法中的解5,7,8等相同. 




积. 


习题3988变换为极坐标，计算曲线 （ x 3 + P + 2 / 2 ，:r > 0,2/ > 0所围的面 


解用 z = r C 0 S p# y = r S inw 代入即得到极坐标方程 



r 2 = ― 3 1 . •了 - (0 < P < 吾)， : 

cos 3 ip 4- sin 3 ip 2 

再利用关于 P = n /4 的对称性（见附图)，就有 

1 I A d of ~ J ® 

5 = "2 L r ^ dlfi = } 0 cos 3 ^ + sin 3 V 习题 3988 的附图 

将被积函数作如下形式的分解： 

1 1 A B ( co 8 v ? + sin ^) 


cos 3 ip - I - sin 3 cp (cosp 十 siny?)(l — cosy?sin p ) cos 必 + sin p 1 — cossin v ? 
在去分母后得到 

A (\ — cos ip sin if ) + B (1 + 2 cos (f sin ip ) = >1 + S + ( 2 B — A ) cos (p sin cf ^ 1 } 

因此有乂 + B = 1 和-力 = 0, 即 4 = |>, B = +• 这样就得到 

_ 1 ___2_ ^ cos -f sin y ? 

cos 3 p + sin 3 p — 3 (cos ip + sirup ) 3(1 — cos ip simp )' 

分别对右边的两项求积得到 

呈 f ; _ 2 f T dcp 

3" Jo cos(^-f sin ^ 3 v /2 Jo 士 7': 丄 ZY 


sin (p + I) 


3 si ++ f ) j 。 3 


、 一 • 

丄['号 cosy? -f siny , = 2_ [4* d(sin ip - cosp) 

3 Jo 1 — sin <p cos <p 3 j。1 -+- (sin (f — cos ip) 2 

= 吾 arctan(sin^ — coscp) 0 = 晉 * 

于是得到 5=¥111( 以 + 1) + |.口 

注其中的第一个积分的计算利用了 §3.1.3 的公式 (3.4) 之第四个 答案 : 


• 本 =ln |iz^2^| + C . 

smx ( sin a: 
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习题 3989 变换为极坐标，计算曲线 (x 2 + y 2 ) 2 = a(x 3 - 3xy 2 ) (a > 0 ) 所围的面 


积 


提示此曲线为三叶玫瑰线（参见 §6.3.2 的习题 3379 及其附图) .口 


习题 3990 变换为极坐标，计算曲线 （ x 2 + y 2 ) 2 = 8a 2 xy, (x - a) 2 + (y - a) 2 ^ 
a 2 (a > 0 ) 所围的面积 

解曲线 （ x 2 + 2/ 2 ) 2 = 8 a 2 ： r y 为双纽线，所围区 
域分别在一、三象限，关于原点对称，而圆 & - a) 2 + 

(y - a) 2 ^ a 2 则在第一象限内，因此题意是求附图中 
的阴影区的面积 . 

用极坐标得到区域的两段曲线边界的方程为 
= 4a 2 sin 2<p y 

= a 2 [l + 2sin2(^ - 2(cosy? + sin ip)y/sin2ip], 

且由于区域关于直线对称，只需要求出它们 
在 (0 ， tc/4 ) 内的交点为 

tpo = * arcsin 皆 ％ 3.6°. 



习题3990的附图 


于是即可计算所求面积如下： 

n_ 

5 = [ 4 [r? ⑼ - r 加 ) 

]L A _ 

= a 2 f 4 (2 sin 2ip - l)dip + 2a 2 | y/l - (sin p - cos p) 2 d(sin ip - cos ip) 

_ I4 - 

=a 2 [- cos - v? + (sin ip - cos p) \/sin2(^ + arcsin(sin ip - cos ip)] 


—2 


cos 2(^0 一 号 + Po — （sinpo — cos ipo)y/sm2ipo - arcsin(sin (fo - cospo)]• 


5 = + | 


m + w 


一 2 「l 报 - 


2 


arcsin 


一 rM 也 — 


arccos 含 + arcsin 


)+ arcsin 枚 

yli) 


+ arcsin 






和 


= a 2 ( y / T __ 


、了 - arcsin 亨 + arcsin 


\fi) 


V 2 2 

最后用 §1.8.2 的习题 777 所提供的反正弦加法定理，当 < 0 时其中的 e = 0 , 即有 

arcsin x + arcsin y = arcsin (xy/l — y 2 + yyjl — x 2 ) 


和 y = - 1 代入，就可将答案简化为 5 = a 2 (^+ arcsin□ 


《习题集》对于下面的习题 3991-3995 建议使用广义极坐标代换.当然有时也可能 
有更为简便的方法.此外，还假设其中的参数均大于 0. 下面只指出习题3991不必用广 
义极坐标代换，而习题3992则是用广义极坐标代换的典型例子. 


习题3991求由曲线 + 省^胥+普 


所围的面积. 


解将曲线方程改写为 


1) 2 + +( 『昼） = 




b 2 

4 k 2 


即可求得该椭圆曲线所围面积为5= + 口 

习题3992求由曲线■^ + # = | + ^与2： = 0,2/ = 0所围的面积. 

解由方程可见，曲线位于 f + >0的半平面内.用 

2/ =以引入参数£,即容易作出曲晶的图像，并可计算出有渐近 \ ^ 

线（附图中是 a = b = h = k = l 时的图像).由此可见，该曲线 
与 x = 0, 2； = 0围成的区域在第一 象限. ' __ 

作广义极坐标代换 2 2 — o 

x = ar cos 3 y = 6 rsin 3 ip } ^ 

则所求的方程变为 4 4 

r = r(^) = l^cojp+^sinT ^ 0 ^ ^ ^ f. 习题 3992 的附 G 

计算得到此广义极坐标变换的雅可比行列式为 

= J abrSin ^ cos ^ 

于是所要求的面积可用积分表示为 

S = 2 sin 3 9 ? cos 3 rdr =夸厂 r 2 ((f) sin 3 ip cos 3 ^ dv? 


习题 3992 的附图 




8 q 2 — — 14 呈 v _ 丄 _1^ 

; 3 p + -^ 2^.2 cos 3 ^sin 3 (fiam 3 (fj sin 3 ip cos 3 ip dip 


2 a 2 b 2 


P + h 2j：2 cos ip sin (f 4 - sin ^ cp 


p ) d (^ 


= 夸 d cos 3 ^sinl p cos ㈣ n0 吾 sin〜 cos l p) 扣， 

其中第二项可直接积出，而第一与第三项的积分可以用 §7.4 的 (7.17) 写为贝塔函数，于 
是得到 

( 咅 0 ( 吾，音 ). 

利用 §7.4 中提供的工具即可得到 




/5 1 A _ r (l") r (i) 2 r /2\ r /lN 2 n 4 兀 

- ― f (2 j — - 3 r l 3 j r l 3 j = 3 * —^ =硕 
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于是最后得到答案为 

习题 3996-3999 的面积计算需要根据所给定的边界曲线来选取适当的变量代换，这 
里不再举例. 


习题4000进行适当的变量代换，求下列曲线所围的 面积: 

_ 工 2 丨 V— = 1 

入 X , — c 2 ’ 

其中 X 取下列各值 : fc 2 , 皆 C 2 , 吾 c 2 (x>0 y y>0). 

解由椭圆和双曲线的知识可见，四条曲线中使得?/ 2 
项的系数大于0的是椭圆，而该系数小于0的是双曲线.而 
且它们具有相同的焦点（士 c ，0)( 设 c > 0). 

如图所示，可用具有上述共同焦点的椭圆和双曲线来填 
满所关心的区域，从而可用隐函数组方程引入变量 代换： 

丄 f = c 2 1 - 2 


+〆 


■g - 3 ； 


< P < 姜 . 





了、一 3 

不难从上述方程组解出的显表达式为 

X = Cy/{1fj){\ - I/), y = Cy/JIu, 

并计算得到雅可比行列式为 

1= y ) = 


+ fl ) y / u(l - I /) 


于是所求面积的积分为 


5= 4( liVTT 7 d ^.. 


di / 


J ： 


d/i 


II V ^^)- 


一 y/iy(\-u) + /i) 

以下分别计算^中的四个定积分. ^ 

对第一个积分用双曲代换 M = sinh 2 1 , 被积函数就成为 2 sinh 2 纟（参见 §3.1.8 以及 

其中的习题 1761), 于是就有 

2 . _ 2 . 

= [vV(l + M) - Hy/i^ + + 1)] 

对第二个积分用三角代换 1 / = sin 2 则积分限变为从 arcsin y / l /3 到 arcs in i /2/3, 
于是就得到 

*in ^/ 2?3 


2 

r: 


du 


vK 1 -^) 


farcsii 

= 2 厂 • 

J arcsu 


cW = 2( 


arcsm 


肌血 \/?) = 


2arcsin 


■3 




其中最后一步与前面的习题3990的最后一步类似，需要用 §1.8.2 的习题777的反正弦 
加法定理. 

对第三个积分，可以用处理二次根式的方法求积 如下： 


WT 7 T ) 


=J ： 




O 


2 In 


y/2 + y/b 


对第四个积分，可与第二个积分相同地用代换 p = sin 2 0,即可求积得到 

rarceiny^Ta 


•arcsm 
.arcain 




(1 一 cos 2&) d 0 


=arcsin yf - axcsinyi - 


arcsin \/ 2/3 

in 26 _= arcsin 

arcsin yl/3 


y * 


综合以上计算就得到面积为 

卜 4 W# - 吾 - 匕 (^)] +21 n^}.arcsin 1 
= 夸 (\/IU - 2) • arcsin 如 □ 


习题 4003 求拥球体 x 2 + y 2 z 2 - xy - xz - yz a 2 被平面 x + y + z = 0 所截 
得截面之面积. 


解此题与 §6.7.4 的习题3705相类似，现采用该题的解2中的投影法来解. 

从两个方程消去2得到 

3( x 2 + xy + y 2 ) = a 2 , 

这就是截断面的边界在坐标面 a :02 /上的投影，是椭圆曲线.从 §4.5 的习题2406就知道 
该曲线包围的面积为 



最后再乘上平面 x^y + z = 0 的法线方向在 Oz 轴方向的方向余弦的倒数就得到 
所求的截断面面积为 

s = 2 g^n n 

注本题除了用习题3705的解1中的条件极值方法之外，还可以用坐标系的旋转 
将问题归结为平面图形的面积计算.此外还可以参考习题2406中的各种解法以找出新 
的解法. 
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§8.3 体积的计算法（习题 4005-4035 ) 


内容简介在 §4.7 的体积计算局限于用平行（子某坐标面）的平面族所得的截面能 
够求出和旋转体的情况.这里则以二重积分为工具计算曲顶柱体的体积，也包括顶部和 
底部都是曲面片的柱体的体积.与上一节求平面图形面积的情况相似，对于所给定的曲 
面形状的分析和想象是计算曲面所围体积的必要准备工作. 


习题4005试绘出一物体，其体积等于 K = £ dx [ _ Z ( o : 2 + y 2 ) d 2/. 


解由所给的积分可见，该物体为一曲顶柱体，底面是 
在坐标面 xOy (即平面 2 = 0) 上的直角三角形 

即由直线2：十2/=1和1 = 0,2/ = 0围成，而顶部是旋转抛 
物面 



的一部分 



习题 4005 的附图 


如附图所示，该物体由四个平面 x = 0 ,y = 0，^ = 0 ，:r + y = l 和旋转抛物面 
^ = x 2 - t - 1/ 2 围成，在图中的曲顶用较深的灰色表示，而在坐标面 xOz 上的可见侧面用 
较浅的灰色表示 .口 


习题 4006( d ) 绘出具有下列二重积分所表示的体 
积的物体： K = | yjx 2 -f y 2 dx dy . 

x 2 +y 2 ^x 

解由所给的积分可见，该物体为一曲顶柱体，底面 
是在坐标面 xOy 上的圆 x 2 + y 2 ^ x , 也就是 

(工 -|) 2 +以如 

而顶部是圆锥面 

2 = y/x 2 + 2/ 2 

的一部分 .口 



习题 4006(d ) 的附图 


习题4006⑷绘出具有下列二重积分所表示的体积的 物体： V = y / xydxdy . 


1矣 z 矣2 
x^y^2x 


提示曲顶柱体的底面是坐标面 xOy 上的四边形 {( x , y ) | I ^ 2 y x ^ 2 x }, 
而顶部则是曲面 z = y/^y 的一部分.注意它不是双曲抛物面，而是以坐标面 xOy 上的 
直线2/ x 为对称轴和以原点为顶点的椭圆锥面在第一卦限的部分.为此只要考虑它 

与平面 x + y = u ( u ^ 0 ) 的交线，就可以发现是以 (号， f ,0) 为中 心， 以^■和 | 
为半长轴和半短轴的椭圆曲线的上半部分 .口 






习题 4006( f ) 绘出具有下列二重积分所 
表示的体积的 物体： 



解曲顶柱体的底面为坐标面: nOy 上的 
单位圆 a : 2 + y 2 < 1，而曲顶是由坐标面2/0之 
上的正弦曲线弧（参见附图） 

2 = sin (兀 y) (0 彡 y 彡 1) 

围绕 Oz 轴旋转得到.该物体为旋转体 .口 



习题4008求 x + 2/ + 2 = a ， x 2 + ?/ 2 = i ? 2 , a : = 0, j / = 0,之= 0 (a 彡 y / 2 R ) 所围区 
域的体积. 

提示 利用条件 a > 可以证明平面 rr + y + z = a 与坐标面 rrOy 的交线 
x + y = a 与原点的距离大于等于用 : c + y + z = a 和 2 = 0已经可以从圆柱 
x 2 - fy 2 ^ i ? 2 截取得 到一段 物体.题设又用 x = 0和2 / = 0将它分为四部分，但没有说 
明求哪一部分的体积.从《习题集》的答案可知它是第一卦限中的那部分的体积 .口 

习题4011求 2 = sin 2 = 0 ,y = x,y = 0 ,x =兀所围区域的体积. 

提示 该曲顶柱体的底面是平面 z = 0 上由直线 y = 0 } y = x^x = n 围成的直角 
三 角形.注意到这个区域内有0 < 2 /彡 0 ：，因此曲面 2 = sin g - 在平面 2 = 0的上方.又 
对本题而言，在用二次积分计算二重积分时，积分顺序的适当 S 取是非常重要的. 口 

习题4012求之=工2/，工+ 2/ +之=1，之= 0所围区域的体积. 

分析2 = ： T 2/ 是双曲抛物面（即马鞍面)，且在坐标面 TO ?/ 的第一、三象限内 
z > 0,而在第二、四象限内 z < 0. 由此可知所求的曲顶柱体在第一卦限内，其底为 
x = 0 ，y = 0， a ; + 2 /= l 围成的直角三角形，而其曲顶是由 z = \- x - y^\z = xy 的两 
片组成的.因此需要求出它们的交线，然后分为两个积分求积.口 

解从曲面2 = : ry 和平面 x + y + 2 = 1消去2，即得 
到 zy + 0； + y = 1，这就是它们的交线在坐标面 xOy 上的投 i 
影.将该方程写为 （x + l)(y + 1) = 2,即可看出它是坐标面 
xOy 上以点 (-1,-1) 为中心的直角双曲线的一部分. 

于是如附图所示，曲顶柱体的底为上述曲线段分为 
两个区域％和它们的曲顶方程分别为2 = zi /和 O 

z = l - x - y , 因此体积可分为两个二重积分计算 如下： 习题 4012 的附图 
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V = jjsi / dxdy + ||(1 -x-y) dxdy 

1—X 1 1 

=[ xdx\ 1 ydy + dx | (1 - x - y)dy 


If 1 

= 2 j 0 


x ) 

x(l — x ) 2 


dx 


x 




以下几个习题中的体积计算用极坐标代换较为方便.还可指出，如前面 §8.2 的习题 
3992所示， §7.4 的贝塔函数的三角积分形式 (7.17) 往往是有用的. 

习题4013 求由曲面/和 rr 2 + 2/ 2 = a 2 所围区域的体积. 

分析如前面的习题 4006( c ) 中所说 ， d =屻是以直线 x = y,z = 0 为对称轴和 
以原点为顶点的椭圆锥面，而从方程可以确定关于坐标面2 = 0对称而分别处于 z 彡0 
和 z < 0的两部分.由它们在 rr 2 + y 2 < cz 2 内围成的物体关于每一个坐标面都对称，因 
此其体积为 

V = 8 JJ y/xy dx Ay. 

: r 2 W 
x ^ O . y^O 

计算的结果比《习题集》的答案大一倍，这表明后者只是在2 = 0与2 = #之间的 
部分的体积 .口 


习题4016 求由曲面: r 2 + 2 / 2 + 2 2 = a 2 和 x 2 + y 2 彡 d | a ;| (a > 0) 所围区域的体积. 


解利用 §4.7 的习题2466 (及其附图）对于维维亚尼体的体积计算，本题的区域就 
是从球 x 2 + 2/ 2 4-2 2 ^ a 2 中挖去两个维维亚尼体后的所余部分.由于已知维维亚尼体 
的体积为 (I - f ) a 3 , 因此本题所求体积为（己见习题2466的注 2 ): 

y = W _ 2 (^_|) a 3 = ^ a 3. 

又如该题的注1所示，用 §4.7 的截面积积分法的计算过程较繁，下面指出若用二重积分 
的极坐标变换，则计算较为简单.利用对称性，维维亚尼体的体积为 


JL 


|| Ay/a 2 — x 2 — y 2 dxdy = 4 J 2 dc^J 

l + y 2 ^ax 
^0, y ^0 




a 2 — r 2 dr 




卜 

=J 2 (1 - sin 3 ip) d<p 




习题4018求由曲面 z = e-K 切 2 )， z = 0 mx 2 ^ y 2 = R 2 所围区域的体积. 

解曲顶柱体的底为平面 z = 0 上的区域 x 2 + y 2 ^/? 2 , 曲顶是曲面2 = e-<" 2 ^ 2 ) 
的一部分.用极坐标代换就有 

V = ff e—(* 2+y2 ) dxdy 

x 2 + y 3^ H 2 

= 2tc • ( —+e— r2 )|: = 7t(l - e_ ft2 ). □ 

注本题若将二重积分写成为二次积分，虽然被积函数 e -(P+v 2 ) = e-^ . e i a 可 
分离，但由于 e-d 和 ei 2 的原函数不是初等函数，因此计算不出来.引入极坐标代换 
后由于雅可比行列式带来一个因子 r， 从而使得积分变得非常容易. 


•2 ic 
• 0 


▲ I X 

dcp re~ r dr 


习题4020求由曲面 <2 = a : 2 十 2/ 2 ,和 z = x 十 y 所围区域的体积. 

解从两个方程消去 z 得到 x 2 - fy 2 =x + 2/, 这就是两个曲面 y 
的交线在坐标面 xOy 上的投影，由此可确定二重积分的积分区域 

为 n 为 x 2 + l/ 2 -x — y 彡 0. 写出 ■義 

a： 2 + J/ 2 — : r 一 y = (x — 士 ) 2 + (2 /— +) 2 — | = 0 ， 

可见是以点(+，+)为圆心和以为半径 的圆. 习题 4 0 2 0的附图 

由以上分析可见于中的点满足 x 2 + y 2 - x-y ^0,因此柱体的顶为 z = x + y , 
底为2 = a : 2 + ?/ 2 ,子是所求的体积即是 

V = || (x -f 2 / - x 2 - y 2 ) dx Ay . 
n 

根据区域与被积函数的特点取以下的极坐标 代换： 

+ T cos if, y — \ + rsinp . 

这时区域变成为 Tl 每、 被积函数 x - hy - x 2 - y 2 = ^- r \ 雅可比行列式仍为 
r , 因此即可计算得到 

V = JTM 。 2 r ( i- r2 ) dr 
=27 t (4 H = f - d 

以下从习题 4021 起的习题中出现的参数均假设大于 0. 


习题4022求由曲面 l + 和普 + 4 = 1 所围区域的体积. 

提示第一个曲面是双叶双曲面（参考§6丄1的习题3168及其附图)，第二个曲面 
是母线平行于 Oz 轴的柱面 .口 
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习题4025求曲面(士 +爷 ) 2 +吾 = l ，2： = 0 ，x = 0 ，y = 0 所围区域的体积. 

分析题中的曲面(含+ |) 2 + | = 1是以坐标面 xOy 上的直线 f + |-=0 
为中心轴线的柱面（这方面可以回顾§6°1.2的习题 3171). 可以看出它与三个坐标面围 
成4个有界区域，它们的体积相同，因此只要求第一卦限的区域的体积即可.这时的曲 
顶柱体的底为坐标面 xOy 上的直角三角形区域 

{(^)2/) | 0 ^ a: ^ a, -f ^ 1}, 

因此只要用广义极坐标代换 

x = ar cos 2 ip y y = 6r sin 2 

即可 .口 


习题 4027 求曲面 z 2 = xj/， x-^-y = a i x + y = b (0< a < b ) 所围区域的体积. 


解1该曲顶曲底柱体的曲顶和曲底分别为2 #和 

z = 一柯 的一部分，它们在坐标面 xOy 上的投影为附图所示的 
四边形区域 

= {( x y y ) |x^0 ,?/^ 0,a^x + 2 /^ 6}. 

根据积分区域 Q 作变最代换 x + i/ = r, arctan y /^ = ^这就是 
广义极坐标代换 

x = r cos 2 f， y = rsin 2 

区域 n 变为 a 彡号 • 



习题 4027 的附图 


计算雅可比行列式为 

D ^ y )_ 
D ( r , if ) 


sin 2 if 


—2r cosy? simp 2r simp cos 
又利用曲顶曲底柱体关于平面 2 = 0 的对称性，于是得到 


= 2r simp cos ip ^ 


V = 2 


71 

|| y/xy dxdy = 2^ 2 r 2 dr J 2 sin 2 pcos 2 tpd(p 


= 4 ( b 3. a 3 } . f = ^ (6 3. a 3 } . 

解 2 利用区域 n 的特征，可将它写成为两个区域之 差集： 

Q = Q b — f 2 a , 

其中 

Qfc = { (工， y ) 

Qa = { (工， y ) I 0 彡 a ; 彡 a ，0 < 2 /彡 a — x }， 

是两个相似的等腰直角三角形区域. 

于是就有 


□ 



§8.3 体积的计算法（习題 4005-4035 ) 


V = 2 JJv^dxdy = - j | 2^/ xydxdy . 

n Q b n a 

以下分别计算上式右边的两个积分. 

对区域上的积分可计算 如下： 

Jj 2 v / xydxdy = J 6 2 y/xdxj ^办^音} x 2 ( b - x ) 2 dx (然后作代换 a := 此) 


46^ 

3 


3. 


dt (然后作代换 t = sin 2 


e) cos 4 e do 


= -^-J 2 sin 2 0cos 4 (1 - ca 

- 丁. TTl 1 - 6 J ' T " IT - 

由于区 域仏与 0。为相似三角形，相差只是将6换为 a , 可见有 Jj 2 v /两如办=^ 

因此所求体积为 ° 

V = ^(b 3 -a 3 ). □ 

注上述积分计算也可以如 §8.2 的习题3992中那样用贝塔函数来做，这样就有 


4_ 

3 


丄 


( b - x ) 音 dx =誓 ( l - t)^dt 

=夤(吾，吾 )= | 


r (f) r (l) 


1 X 4) 

= 吾+哨 


= 糾 

在本章的以下各节的习题中将多次使用这种计算方法. 
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§8.4 曲面面积的计算法（习題 4036-4050 ) 

内容简介在 §4.8 学习了旋转曲面的面积计算方法，本节则是一般的光滑曲面的 
面积计算法，这就是通过面积元 dS 的计算将曲面面积用区域上的二重积分表示 出来. 
下面分几种情况叙述曲面面积元 dS 的计算公式， 

(1) 若曲面由 2 = z ( x , y ) 给出，则有 

dS = + dxdy 

( 2 ) 若曲面由双参数方程 

x = x ( u y v ), y = y { u , v ), z = z { u , v ) 

给出，则有 

dS = y/EG - F 2 dudv , 

其中 

E = x ； 2 + 1/； 2 + G = x ； 2 + y ? + < 2 ， F = 4 - + <4 - 

特别当 ：C = TZ ，2/ = V 时，就有 

E = l -\- z ^, G = l + z!^,F = «， 

因此- F 2 = 1 + 2$ + < 2 ,就得到情况 （1) 中的表达式. 

容易理解 y/EG - 的几何意义.它就是从积分区域内的积分元 dxdy 或 duck ; 到 
曲面上的面积元 ( LS 的缩放因子（或者说比例因子).对于前者，它一定大于等于 1. 

现给出球坐标表示的曲面的面积元公式（见 [11] 第二卷的629小节的例题 14)). 

命题 8.3 若曲面用球坐标表示为 

x = r (</?, 9) sin p cos y = r ( y ?, 0) simp sin 0， z = r {( p y 9) cos ( f y 

其中 r {^6) 连续可微，则曲面的 面积元为 _ 

dS = ryj ( r 2 + r ^) sin 2 ip + rj 2 dip d 6. (8.6) 

证按照前述双参数曲面的计算公式，先求出 

sin cos 0 + r cos <p cos 0, x' Q = r f e sin ip cos 9 — r sin ip sin 9\ 

sin (/? sin 0 + r cos ( fsinO , y ' 9 = Tq sin ip sin 9 -hr sin (f cos 6\ 
z '^ = cos * - r sinp , z ' 9 = r' e cos ip , 

然后即可得到 

E = r 2 + r ^, G = Tq -\- r 2 sin 2 F = r ^ r f e , 

因此就得到所求的 

EG - F 2 = ( r 2 + <) r 2 sin 2 # 十 r 2 r ^ 2 , 

将它代入 dS = VEG - F 2 d ^? de 即得 • 

特别当曲面处于球面 x 2 + y 2 + 2 2 = fl 2 上时，则有 

dS = R 2 sin ipdip d 6. □ 


曲面面枳的计算法（习題 4036-4050) 


8.4.1 曲面面积计算（习題 4036-4049) 

习题4037求以曲面 a : 2 + z 2 = a 2 和 2/ 2 + / = a 2 为界的物体的表面积. 

解这个物体己见于 §4.7.2 的习题2465,在 
古代中国数学中名为牟合方盖.如附图所示，由对 

称性可知只需计算出附图中的灰色曲面片，然后 /' 

乘以16就得到所要求的全表 面积. ■ 

这片曲酬方程是 z 2 + x 2 = a 2 , 其显表达式 
是 z = 该曲面片在坐麵: roy 上的投 

影是一个等腰直角三角形区域（参见附 图)： 

0 = {(%!/) | 0 < x < a ,0 < < x }, ’ 

于是可先计算出曲面面积元 习题 4037 的附图 


: 


习题 4037 的附图 


d5 


1 + 2? + 2 " dXdy= ^^ dXd2/! 


然后积分得到 


S = \\ 


dx dy = a 


dx 


= a P —^===dx = — a \ Ja 2 — x 2 = a 2 ， 

Jo va 2 — x 2 o 

因此牟合方盖的全表面积为 16 a 2 . □ 

习题4040求曲面 x 2 + j / 2 4- 2 2 = a 2 在圆柱 rr 2 + y 2 = 土 az 之外的部分的面积（维 
维亚尼问题). 

解1 §8.3 的习题4016是求从球中挖去两个维维亚尼体后所余的体积，而本题则 
是求球面上所余的表面积.（维维亚尼体的形状可参见 §4.7 的习题2466的附图 .） 

先计算曲面面积元为 

d5 = \/ 1 + € + 冷 ㈣ = + yi ， 

同时利用对称性，然后即可求得两个维维亚尼体在球面上挖去的面积为 


5 = 8 


一工 2 - y 2 


dxdy (然后用极坐标代换) 


y^o 


= 8a ^| 0 °° ^ ^ dr = 8a2 j Q 2 _ sin = 8a2 (y - i) - 

利用已知的球面积公式，于是本题的答案是 

4 na 2 - 8 a 2 (号 一 1) = 8 a 2 . □ 

解2本题的曲面在球坐标下就是 r = a ，与 p 和0无关，因此从命题 8.3 的公式 
(8.6) 就得到曲面面积元 d 5 = a 2 sin ( pd < pd 0. 余下的问题是确定变量 p 和0的范围. 
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对于满足: r 2 + y 2 - a : r 彡0和 y 彡0的曲面片，可见有0彡0彡从: c 2 + y 2 = az 
和 x 2 十 y 2 + 2 2 = a 2 可求得 2 = a sin 0,再与 2 = acosv ? 比较，可见有0 = j - 这 
样就可以计算两个维维亚尼体从球面挖去的表面积为 

7 C W — q It 

*S = 8 J 2 d^j 2 a 2 sin ipd(f = 8 a 2 1 2 (1 — sin 9) dd 

= 8 a 2 ( 号- 1) •口 

注如习题2466的注2所示，习题4016和本题表明，由球面等曲面形成的物体的 
体积及其表面积可以具有与71无关的数值.实际上前面的习题2465和4037表明牟合方 
盖也具有这样的特性. 

习题4043求曲面 2 = \{ x 2 - y 2 ) 被平面 x - y = 土1 ， z + y = 土1所截部分的面 
积. 


解1如附图所示，即在灰色区域上求双曲抛物面（即马 
鞍面 )2 = +( x 2 - y 2 ) 的面积. 

先计算4 = x , ^ = - y , = \/l + x 2 + y 2 } 

于是要计箅积分 

5 = || \/l -f X 2 + 2 / 2 dx dy == 4 | dxj y /\ x 2 y 2 Ay . 
n 

其中己利用区域 n 和被积函数的对称性， 

作极坐标代换 a : = rcoscp , y = rsin ip y 这时第一象限内的 a : + j / 
r(cos ^ + sin = 1,0^(^^ k /2. 再次利用对称性，得到 

S = 8pd/ 1/(C 。 8 州 ㈣ 



习题4043的附图 


1成为 


Jo 


r\J 1 + r 2 dr 


= IJo 4 {[ 1 + (sin^icosvp)T 一 彳如 


•) T & 


2 tc 

-• » ■■1 

3 




. ” 0 h ( sin ip + cos / j 

将 sin cos ip 写成为 v^cos 作代换 0 = I - a 则上式右边第二项变为 


吾 | 0 4 I 1 + (iiE 


ip + COS(/? 


入1 2 

J = 


_ 2 vir T 


3 


(3 + tan 2 9 ) T d 0 


^¥1： (3 - + ^ - 


3 Jc 

- ¥j ： 


4 V 2 




对上式的第一项可直接求积得到 

穿 y/sT^du = 平 (|V 3 + V + * l n ( u + I: = 2^1(1 + * In 3). 




§8.4 曲面面积的计算法 4036-4050) 
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对第二项则可先作代换 u = y /3 U 


i # r ^±^ dw=4 

3 Jo 1 + 以 2 


叫 : T 


使其有理化后计算如下 

2C 3 1 dt 


+ 3 tan 2 t 


= 4 v ^[ 6 
. 0 


dt 


(3 sin 2 1 + cos 2 1) cos t 


= ^Jo 


d ( sini ) 


(1 + 2 sin 2 £)(1 — sin 2 t ) 


dv 


( 再作代换 ” =sint) 


4\/2 

(1 + 2 v 2 )(l - v 2 ) = 丁 


l ： (i^ 


v 2 l + 2 u 2 


dv 




In 3 + 善 arctan — t=t 
3 V 2 

合并以上结果得到所求面积为 


S = -等 + 穿 + 年 ln 3 + -| arctan 


□ 


算. 


3 ' 6 ― ■ 3 — — y/2 ' 

注本题的积分计算较长，然而就每一步来说，都只是第三章中较为容易的积分计 

解2在写出曲面积分的积分表达式后，用坐标轴旋转可引入代换 


--命 


— y )， -^-{x + y), 

于是积分区域变为 

雅可比行列式/ = 1,从而积分变为 

_ 也也 _ 

S = || \/l -f x 2 - I - y 2 dx dy = 4 1 2 dtxj 2 y/l -\- u 2 -\- v 2 dv . 
Q 

然后可再作极坐标代换 u = rcos^y = rsirup , 并再次利用对称性得到 

JL \/2 8€C(P 

rT r 

5 = 8 


dip 


ryl + r 2 dr . 


以下计算与解 1 相同 .口 


习题 4046 求以曲面 x 2 4- 2/ 2 = 和 : r + y + 2 = 2 a (a > 0) 为界的物体的表面 

积和体积. 

解如附图所示，这是锥面与平面所限制的物体.它的表面积由平面 rr + jz + z = 2 a 
上的椭圆区域和锥面 P + y 2 = 在 2 > 0中被上述平面割下的部分组成.它们在坐 
标面 xO ? /上有相同的投影. 

从两个曲面的方程消去 z 得到 

- xy -\- 2 a(x + y ) = 2 a 2 ， 
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它就是曲面的交线在坐标面 xOy 上的投影.由二次 
曲线的知识可见它是椭圆.将它改写为 
(x -f 2 a ) 2 + ( 2 / + 2 a ) 2 - (x + 2 a)(y — 2 a ) = 6 a 2 ， 
可见椭圆的中心为（一 2 a ， - 2 a )( 参见附图).又利用 
§4.5 的习题2406,从乂 = C = 1， 2 B = -1，即可知 
区域 Q 的面积为 ^ -6a 2 = A Vina 2 . 

将物体在所给平面和锥面上的两部分表面分别 
记为&和灸 （同时也表示它们的面积)，则对于&， 
由方程2 = —rr — 2/ + 2 a 有= — 1，< = 一1，因此有 

^/l + = || n || = \/3, 

从而得到 



习题4046的附图 


S \ = || \/3 dxdy = | fi | - \/3 = 12 na 2 . 


对于灸，则由？ = 3(: r 2 十 2 / 2 ) 有之= I 和< =1，因此有 

z y Z 


因此得到 


彡1 + 4 2 + 4 = ^/1^^ +誓= 2, 


52 = || 2 dx dy = 2| n | = 8\/37 ca 2 . 
a 

于是物体的总表面积 S = (2 + y/3)\n\ = (2\/3+- 3)47 Ca 2 . 

为求物体的体积，利用它是锥体， 底面& 的面积己知，而该锥体的高，即顶点到底 
面的距离，就是原点到平面 x-hy + z = 2 a 的距离因此体积为 


K = f | 12 ^ = 赘. 


□ 


注本题由于两个比例因子 VEG - 都是常数，因此计算特别容易.这在 §6.7.4 

的习题3705的解2等处己经用过.当然本题也可以用其解1中的条件极值方法来解. 


习题4049求环面 

x = (b + acos 嗱 ) cosip ， y = (6 + acos^Osinp ， z = asint/; (0 < a ^ 6) 

在两条经线 (f = ip = ip 2 和两条纬线岭 = 分1， 0 = #2 之间的部分的面积.整个环的 
面积等于 什么？ 

解如下面的附图所示，左边是环面，其中标出了多条经线和纬线.右边则是用通 
a Oz 轴的平面2/ = xtanp 与环面所包围的环形区域交于一个圆，其中标出了 p 和矽 
的几何意义. 

计算得到 






§8.4 曲面面积的计算法 （习題 4 0邡-40 5 0) 
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= 一 a sin # cos p ， y 1 ^ = 一 a sin 矽 sin p ， z'^ = a cos 矽， 

= -(6 + a cos tp) sin v?, = {b^ acostp)cosip, = 0, 

于是有 

E = x^-by^z^ = a 2 , G = = (b 十 acos^) 2 , F = 0, 


习题 4049 的附图 

这样就得到曲面面积元 

d 5 = \JEG — F 2 dp = a(b + a cos 必 ） dp d 々. 

这样就可求出在两条经线 cp = ip u 屮=% 和两条纬线仏 = 如， 4 = 也之间的部分的 
面积为 

5= d(f a(b -f a cos tp ) dtp 

= 咖 2 — <P\)[b(rp2 -於 l ) + asin (^ 2 - ^ i )]- 
为求环面的全面积，只要用 也 =仍= 0, ^2 = ^2 = 27 C 代入上述公式就得到 

s 全面枳 = 4 ate 2 . □ 

注回顾 §4.8 的习题2491,由于圆环面为旋转曲面，因此在那里已经提供了圆环 
面的全面积的两种计算方法. 

8.4.2 补注（习题 4050) 

为配合习题4050,这里给出空间立体角的计算公式及其证明. 

首先是立体角的概念及其度量方法.对于给定的某一点和曲面，由该点向曲面上的 
点作射线，所有这样的射线全体所占有的空间就称为立体角.它是一个锥体，上述给定 
的点就是锥体的顶点.如以该顶点为球心作出一个单位长度半径的球面，则上述锥形在 
此球面上割下一个图形，它的面积就定义为立体角的度量. 

为简单起见下面将原点 O 取为顶点.对于给定的曲面记7« = 0 r ,2/，2) 为从原 
点到曲面上动点 ( x iV , z ) 的矢径向最 ， r = || r || 为其长度， n 为曲面 *5 上的法方向向量, 
( r , n ) 为向量 r 和 n 之间的夹角，在取法方向向童时要求此夹角不超过 90°. 

这时有以下命题. 
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命题 8.4 假设从原点 O 出发到曲面 S 上任意点的射线只与 S 交于 一点， 则从 O 


看 S 的立体角为 



cos ( r ， n ) 




(8.7) 


证这时用球坐标是合适的，它与直角坐标系的关系为 

x = r sin p cos 9, y = r sin p sin 9, z = r coscp. 

根据从原点 O 出发的射线与 5 至多只交一点 的条件 ，曲面 S 的方程可写为 r = r(p， 0)， 
其中 ㈣) 

这时的矢径向 M r = {x y y,z), 其中均为的函数.根据在命题 8.3 中的计 
算，曲由上0和 p 分别为常数时的曲线的切向貴为 

r i> = z !p)i r e = { x e^ye^ z， d) m 

于是曲面的法向最可取为 

n = x = (ti x , Tiy^xiz)^ 

其中的分童为 

n x = rr^ sin 6 — rr^ sin p cos p cos 0 + r 2 sin 2 ip cos 0， 

Uy = 一 rr f e cos0 — rr^ simp cos p sin 0 + r 2 sin 2 ip sin 9, 

n z = r 2 sine/?cosp + rr^ sin 2 tp. 

计算矢径向最 r 和法向 S n 的标傲积得到 

r n= ||r|| • ||n||cos(r，n) 

= xn x 4 - yn y + zn z = r 3 sin 

这符合 r 与 n 的夹角不超过 90° 的要求.从教科书中关于曲面面积计算公式的推导知 
道有 ||n|| = VEG - F 2 , dS = VEG - F 2 d 6 (其中 VEG - F 2 见命题 8.3 的公式 
(8.6)), 又有 r = ||r||, 因此 (8.7) 的右边的积分就为 

s n s 

= JJ sint^dy? d 8 . 

由于在球面上的面积积分元为 dS = r 2 sin^d(pd0, 而在半径为单位长度的球面上则有 
dS = sin(^d^d0, 因此最后一式就是从原点到曲面 S 上动点的射线在单位球面上割下 
的图形面积，即所求的立体角 o;. □ 


注公式 (8.7) 中的积分区域是曲面' 这里需要 §8.14 中的曲面积分概念.曲面面 
积可以看成为被积函数恒等于1的第一型曲面积分.由于 (8.7) 中的积分与 n 有关，因 
此也可转化为第二型曲面积分.这方面可以参看 [111 的第三卷653小节的高斯积分，其 
中不要求从顶点出发的射线与曲面至多只交于一个点的条件，曲面 S 既可以封闭，也可 
以不封闭.立体角还可以有正负号.与此有关的习题见 §8.16 的习题4392等. 


习题4050求矩形 a : = a > 0,0 ^ 2 / < 6,0 ^ 2 ^ c 对坐标原点的立体角 u . 若 a 
很大，求出 a ; 的近似公式. 



习题4050的附图 


解在附图中对于 a > 1的情况作出了示意图，其 
中由曲面 S (即题设的矩形）上的所有点与原点的联线在 
半径为1的球面上割出了一块曲边四边形区域，它的面 
积就是所要求的立体角 u ;. (由于 S 的边界均为直线，在 
单位球面上割出的区域的边界都是球面上的大圆弧 .：） 
这时有 n = (1,0,0), r/r = ( a / r , y / r , 2 ：/ r ), 其中 
r = v / a 2 + y 2 +^. 由于这两个向量的模都等于1，因 
此就有 cos(r , n ) = a / r . 这样就可按照命题 8.4 的公式 
(8.7) 得到 



= 11 学 =« 


° ( a 2 + y 2 + 之 2 ) 


这里取为自变儇，其范围为 [0 ，bj X [0, c ], 曲面5的方程为 X = a , 因此 
dS = dydz. 

为计算内层积分，可利用三角代换（也可用双曲函数代换等）先讣算下面的不定积 
分.取 i ? > 0,作代换2 = Ktan 0， 于是得到 

[ —= f-rF 2 v/ = 4- [cosgdg = -i,-singC = , ^4-^ +C ， 

J (R^ z ^)i 』 R sec 0 R J R 

从而得到内层积分为 

f c _dz_ = _ c 

Jo ( a 2 + y 2 + z 2) 吾 (a 2 +2/ 2 )v/a 2 +y 2 + c 2 


最后就有 


= aC fo 


(然后作代换 y = a tan ip ) 



=arcsin ( 


)( a 2 + t / 2 ) v /^ TFT ^ ' .. ” 

ctan (6/ a ) __ 一 prctan (6/ a ) d ( CSinp ) 

yja 2 sec 2 (p-\-c 2 Jo + c 2 - c 2 sin 2 <p 

in (^^)| arCtan(b/a) = arcsin (- /9 

、 y/a 2 + c 2 川 0 V y/a 2 -\-c 2 y/a 2 - j - b 2 ^ 


《1，且有 


(a -> +0), 


当 a 很大时，由于且有 

w 上 w 〜炉 … 0) ， 

利用 arcsin x 〜 a ; ( a : 0) 即可得到近似公式 

a ;« -%. □ 

a 1 

注本题也可以不利用公式 （8.7) 而直接从立体角的定义出发，在确定单位球面上 
的区域边界后，直接计算其面积丨9, 251. 
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§8.5 二重积分在力学上的应用（习题4051- 4075) 


内容简介 本节的习题是 §4.9 和 §4.10 的继续，其中包括平面薄板的质量、质心和 
转动惯量的计算以及在力学上的其他应用. 


8.5.1 质量、质心与转动惯量的计算（习题 4051-4069) 

与 §4.9 相比，目前由于有了二重积分工具，表达平面薄板的质暈、质心坐标和转动 
惯暈的公式变得简单，而计算方法则更为多样了. 

在本节的习题中，在没有其他说明时，假设所有出现的常数均大于 0. 


习题 4051 求边长为 a 的正方形薄板的质量，设薄板上每一点的面密度与该点到 
正方形顶点之一的距离成正比，且在正方形中心等于 p 0 . 


解 如附图所取的坐标系和正方形，设其中的每一点的面 
密度与 它到原点的距离成 正比,即 p ( x l2/ ) = ky /^ T 7 - 由于 

Po = *7( f ) 2 + ( f ) 2 , 因此可确定系数 A : = 于 •是可 

将所要 I 的质量用二重积分表达 如下： 

M = || \Jx 2 -\-y 2 dx dy. 

O^x^a 



习题 4051 的附图 


M = 


利用对称性，并作极坐标代换 rr = rcos 0, y = rsin 0, 即可计算如下 
2 y /2 p 0 ft ^ ^ 




dr = 


_ 2y/2 


Poa 2 sec 3 9 d9 


= 2^ poa 2 4 \/l + tan 2 6 d(tan 0) 
^ n 


2>/2 


Pod 2 \/l -f tx 2 di 


= ^-poa 2 u\/l + 3 4-ln(u + \/l + w 2 )] ^ = -^-p 0 a 2 [\/2 + ln(l + \/2 )]. □ 

习题 4052 求以 ay = a: 2 和 i + y = 2a 为界的均匀薄板的质心坐标. 


解 不妨取密度 p = 1. 如附图所示，抛物线 aj / = d 与直 
线 z + y = 2 a 交于点（一 2 a ，4 a ) 和 ( a , a ), 限定了一个区域 fi . 
先计算质量，也就是的面积为 



下面是图形对于 Orr 轴和 Oy 轴的几何静矩的 计算: 
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§8.5 二重积分在力学上的应用（习題 4 0 5 1-40 75 ) 


此 = ||咖 dy = L d O dy = 知 2 H=Xr dx 

= \W a ( 4 « 2 ~^x + x^-^)dx = \(4a 2 x - 2 似 2 + * - 盖 )|: 2a = 
My = JJ a ： dx dy = 


xdx I X dt / = J 2 {2 ax - x 2 - dx 



=iy m = _| a 3. 


于是就得到质心的坐标为 

^ 香一知， y^-^r = h D 

注在这里可以比较一下对本题的上述解法与第四章中的解法.按照静矩计算中 
的可加性原理（参见 §4.9 的习题2506的注2)，在上面的附图中作出了介于 X = x 和 
X = x + Ax 之间的条形区域，记区域 n 的边界为 2/1 ( x ) = x 2 / a ， y 2 ( x ) =2 a - x , 则可 
将条形区域的质最，也就是面积，集中于条形的中心点处，然后乘以该点到 Ox 轴的距 

离，这就是 

j(2/2 + yi)(y2 - y\)^ = \(vi - i/i) Ax » 

然后相加求和并过渡到积分，这就是上面计算的 A 4. 同样可得到 Af v . 由此可见在第四 
章中的方法也就是如何将本质上为二重积分的问题转化为单重积分来计算.从数学上 
看也就是将二重积分转化为二次积分，并求出其内层积分，从而变成为单重积分 • §4.9 
的习题2512的解法则相当于二重积分的极坐标变换 ■ 


习题4055求以(吾+ if = | ( 圈）为界的均匀薄板的质心坐标 • 


解利用 y 二 b 的方法引入参数 t (参见 §1.4.4 的 
习题 370.1( b )), 即可证明在 a >0,6>0 时题设曲线只 
在第一象限形成一 个圈. 在附图中对于 a = 6 = 1和 
C 2 = 1/8的情况作出了该曲线的图像. 

将该圈所限区域记为 fi ， 则对下面的积分计算可采 
用广义极坐标代换 

x = arcos 2 #， y = frrsin 2 0 彡 p 彡号 • 

这时曲线方程变为 

r == r (<^) =待 sin 2 (f cos 2 ip . 



然后求出雅可比行列式 


b sin 2 ip 


—2 ar sin cos <p 
2 br sirup costf 


= 2 abr sin ^ cos ( f . 


以下即是积分计算: 



第八章重积分、面线积分和曲面积分 


JL JL 

| dxdy = 2 ab \ 2 ^ rsinpcos^dr = a & j 2 r 2 ( p ) sinpcospdp 

n oo 

= cos 5 if sin 5 (fidif= 

n n 

M x = ||y da : dt / = 2 ab 2 1 2 dp 厂一 r 2 sin 3 (pcosipdr = ^ cib 2 J 2 r 3 ( y ?) sin 3 y ? cos ip dip 


=■%!"" j Q 2 cos 7 if sin 9 ifd(f= ^^ B (4,5)， 

n_ 

M y = || a : dxd2 / = 2 a 2 6 J 2 dip r 2 sin ip cos 3 ipdr = ^ ^ B (5,4), 


从而得到质心坐标为 

_ M V _ 2 a 2 b B (5,4) — 2^6 r(4)r(5)r ⑹ _ 2 g ^ b _ J _. 3 • 3 _ a 2 b 

—…一 3 c 2 b (3,3) 一 3 c 2 r ⑼ [ r ⑶] 2 一 • - 




M 


3 c 2 8 • 7 • 6 14 c 2 ’ 


Vc = 



_ 2 ab 2 B (4,5) afc 2 n 

_ I n • TTT^ ~ITT" — !"™ 7T • '~" 


M 3 c 2 B (3,3) 14 c 2 

注木题的常数 a ,6 均可以取大于 0 或小于 0 的值.可以证明，对于它们符号的每 
一种组合，曲线只在-个象限内围成一个圈. 

习题4059设圆形薄板 x 2 + 2 / 2 ^ a 2 在点 M ( x , y ) 的面密度与点 M 到点 A { a ,0) 
的距离成正比，求该薄板的质心坐标， 


解根据条件设面密度 p = ky /( x - a )^ y ^ 则从对称性可见质心的纵坐标 
y c = 0. 这时薄板的质最为 

M = k || y / i x ^ °) 2 +2/ 2 dxdy (然后作代换 x = a + rcosc^y = rsinp ) 

3n 

*-2a cosvj 0 . ft^3 r"2" 


=k \l Ho 


r 2 dr = _8 ^ij 


pdif (然后利用 cos 3 p 的对称性) 


16 fea 3 


f 2 cos 3 <p dip = 
Jo 


16 fca 3 2 32 A : a 3 


3~ 


9 ， 

3n 

M y = k || xy/(x — a ) 2 + y 2 dxdy = fc | J d (^| ^(a 

x 2 +y 2 <a2 *2 0 


( f ) r 2 dr 


3n 3ic 

f 2 r—2acos<^ ? f 2 r -2acos^ ^ 

afc I dy? r^dr + A: I cos^pdif dr 

2 2 0 

壙 

竿+4叫： 


32|al_ gA：a 4 


Jt 
r 2 

1 cos 5 p dp 
Jo 

/X f A 


32fca 4 。匕 4 4-2 _ 32*:a 4 64A:a 4 _ 32fca 4 

~9 8ka • 5^T ~ ~9 15^ - 一 - 45~ 9 




因此质心的横坐标为 x e = 

习题 4061-4069 都是关于转动惯量的计算题.与前面的质量和静矩的计算相似，二 
重积分使得平面薄板的转动惯最的表达式简单，而且提供了多样化的计算方法. 

习题 4061 求由 •^ + f = l，f + f = l，?/ = 0 所围的图形 （p = 1) 对坐标轴 
Ox 和02/的转动惯量4 1 和心. 


解不妨设则如附图所示，所围的区域$2为 
一 钝角三角形.作为集合，它是两个直角三角形之差集.引入带 V \ 

有参数的直角三角形集合： ^ 

= {( x , y ) I 0 < y < M “ 0(1 - I )}， 

则 n = n b2 一 q 6i . o — ^ 6 2 ^ 

删转动惯_积分公式关于积分区域的可加性，腦 习题 ■的 附图 
出的转动惯量，然后用6 = & 2 和 fc = 6:代入并相减即可. 

^6对于 Oa : 轴的转动惯量可计算 如下： 

|J y 2 dx dy = £ y 2 dy |^ <2 —da: 

=6 J! j/2 ( i dy=b {^ - 竽 ) = 誓， 

为求％对 Oi /轴的转动惯最，只要将1：述计算中的 x 与^ / 对换, b 与/1对换即可得到 

J ] x 2 dzdy = |， 


因此得到 


h = JJy 2 dxdy = 答 (&2 -6i), 

n 

/ y =JJx 2 dxd2/ = -^(6i-6?). □ 


习题 4064 求由曲线 x 4 + y 4 = a 2 ( x 2 + y 2 ) 所围的图形 （p = 1) 对坐标轴 Ox 和 
Oy 的转动惯最4和々. 


解对于 a = 1的情况，曲线的图像见 §6.3.1 的习题3366 (以及第一册附录二的习 
题 1542). 利用对称性可见有4 = / y ， 且只要计算曲线所围区域在第一象限所界部分上 
的积分乘以4即可.将这部分的区域记为 fi ， 并作广义极坐标代换 

丄丄 丄丄 

x = r 2 cos 2 ip , y — r ^ sin 2 ( p , 0 $ y ? ^ y , 

则曲线方程变为 r = a 2 ( sinc ^- f - cos ^), 雅可比行列式为 
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第八章重积分、曲线积分和曲面积分 


于是可计算转动惯量 如下： 

I x = I y = dxdy = 



2 (sinv>+coav>) rCOStf 


A^sincpcosip 


dr 




sin cp + cos tp) 2 cos ^ A 一 a 4 『了 (1 + 2 sin y ? cos (fi) cos (p 


y/sinip cos v ? 




y/silUpCOSip 


dip 


= 夸 (J 2 cos 2 v ? sin 2 ^ d <^ -f 21 




(psin 


pdp ) 


=- 4 [i B (fi) + i B (f f)] = x [ r (j) r (f) +2r (f) r (f)] 

= YO(|) = 誓点 = 


4 


注在 §4.5 的习题 2427 己经求得本题曲线所围图形的面积为 S = V2na 2 , 因此本 
题的转动惯量可写为 4 = 4 = 


习题4067证明公式 

h = Ii 0 + Sd 2 y 

式中 S 是平面图形的面积， hJi Q 是该图形对相距 d 的二平行轴 f 和的转动惯量，并 
且 Zo 通过图形的质心. 


提示这是力学中关于转动惯 S 的平行轴定理在物体为平面薄板时的特例.只要 
适当取坐标系就不难证明 .口 


习题4068 证明： 平面图形 S 对通过其质心 0(0,0) 
并与 Ox 轴成 a 角的直线的转动惯 ft 等于 

I = I x cos 2 a — 2I xy sin a cos a1 y sin 2 a , 

其中 4 和 4 为图形 *5 对 Oa : 轴和 Oy 轴的转动惯量， 4 V 
为惯性积（对本题的平面图形取 p=l) 

Ixy = || pxydx dy . 
s 

解如附图所示，将原直角坐标系 Orry 旋转角 a 得 
到新的坐标系 Om ;， 则有 



u = x cos a + 2 / sin a , v = —x sin ca + y cos a . 

(其推导见底注①） 

①这是解析几何中的公式，为读者方便起见推导如下.将附图中从原点到点 P 的向量 W 记为 ： ri + yi ， 
写出 Ou 轴和 Ov 轴正向的单位向 S 

i u = cos at + sinaj\ iv = —sinai + cosqj, 

然后就可以通过向量的标童积计算得到 

u = oP * in = x cos a + y sin a ，v = O/^ - iv = —x sin a + y cos a. 





§8.5 二重积分在力学上的应用（习題 4 0 5 1- 4 0 75 ) 



由于在这个旋转变换下的雅可比行列式等于1，因此平面图形 S 对于 Ou 轴的转动 
惯蛩即可计算 如下： 

/ = || v 2 du dv = ||(-x sin a -f- y cos a) 2 dx dy 
s s 

=cos 2 a || y 2 dx dy — 2 sin a cos a || xy dx dy + sin 2 a |Jx 2 dx dy 


= I x cos 2 a — 2I xy sin a cos a + 7 y sin: 


□ 


习题 4069 求以 a 为边长的正三角形对通过三角形质心并与它的高成 a = 30°角 
的直线的转动惯量. 


解如附图所示，取正三角形 /\ ABC 的质心为原 
点，顶点>1在正 Oy 轴上，图中标出了 >1, S 的坐标.旋 
转轴 f 与三角形的高 A// 成 a = 30°角. 

这时可以用上一个习题4068中的公式来求三角形 
AABC 关于 f 的转动惯量，记为 

这时如附图所示，旋转轴/与三角形的边平 
行，因此只要计算三角形关于边的转动惯量后，即 
可用习题4067中的平行轴定理得到所要求的 答案. 



利用正三角形的对称性，= 4,因此只要先计算三角形关于边的转动惯 M 
Ibc 、 然后即可用平行轴定理求出所要求的答案. 

在对于 Jbc 的计算中还可以利用对 称性： 


= II 卜孕 ) 2 -一 )、 

=2 矿乜广 /2 -而 y du = | r (+ _ ㈣ 3 dz 

一 W-n. ° 


根据平行轴定理有 


Ibc = lx + S(P, 

其中5 = -^-a 2 是正三角形 hABC 的面积， d =\ OH \ = 令， 
答案为 


=#« 4 - = 4 a4 - □ 


因此就得到所要求的 


8.5.2 应用题（习题 4070-4075) 


习题4071和4072都是流体静力学问题，用二重积分方法的计算比较复杂，下面只 






给出用阿基米德原理的解法 


重积分、曲线枳分和曲面积分 


习题4071半径为 a 的球体沉入密度为 (5 的液体中深度为 /I (由球心算起）的地方， 
这里 h ^ a . 求液体对球体的上表面和下表面的压力. 

解如附图 （ a ) 所示，水平直线代表液体的自由面，用白色的圆代表浸入密度为 (5 
的球体，则可分别计算对其上表面和下表面的压力（参见[5, 9, 25]). 下面用阿基米德原 
理来解本题. 



⑷ ( b ) ( c ) 

习题 4071 的附图 

对于球体的上表面，将液体作用于其上的力反向，并考虑如附图 （ b ) 中用白色表示 
的物体所受的力的总和.这个物体是从上底半径为 a 和高为/ I 的直圆柱中在底部挖去 
半径为 a 的半球体而成.由于液体对其侧欺的作用力在竖直方向的分量均为0,因此它 
所受到的合力与附图 （ a ) 中的上半球面所受到的合力数值相同，方向相反. 

根据阿基米德原理，附图 （ b ) 中物体所受合力的数值等于该物体排幵的液体的总重 
貴.这样就可得到方向指向下方的 

士’ 上半球面 = na 2 hSg - ^na 3 6g = na 2 8g^h - 吾 a ). 

同样地可以证明在附图 （ a ) 中下半球面所受的合力与附图 （ c ) 中的物体所受的合力 
相等，此物体是上底半径 a 和高为 ft 的直圆柱体在其下底接上半径为 a 的半球体而成. 
根据阿基米德原理，它所受的合力方向向上，其数值等于物体排开的液体的 总重最 ，即 

F 下半球面 = na 2 h5g - f - ^na 3 6g = na 2 6g(h + 吾 a ). □ 

习题 4072 底半径为 a 高为 b 的直圆柱体完全沉入密度为 (5 的液体中，其中心在 
液面下的深度为/ I ，而圆柱的轴与竖直方向成 a 角.求液体对圆柱上底和下底的压力. 

解本题比上题复杂 一点， 需要取定适当的坐标系. 

如附图（甸所示，过圆柱体中心作垂直于液体自由面的 Oz 轴，原点取于液体平面 
处.由 Oz 轴和圆柱体的轴线决定坐标面: tOa 并在此平面上取 Ox 轴.然后根据右手 
系取0?/轴.在附图中作出了在坐标面 iOz 上的截面，没有画出 Oy 轴. 

在沒入&体中的物体表面满足分片光滑的条件下，可以用曲面积分工具对阿基米德原理作出数学证明, 
这就是 §8.16 的习题 4399. 











习题 4072 的附图 

在附图 （ a ) 中用白色矩形表示题设的圆柱体在 xOz 平面上的截面，它通过圆柱体 
的轴线.这条轴线与02轴交成 a 角. 

将液体对于圆柱体上底面的压力的合力记为八. 

考虑附图 （ b ) 所示的白色物体.该物体是将圆柱体上底面内的每个点向 z = 0平面 
作垂直线得到的点集.它在 z = 0平面上即是圆柱体上底面向坐标面 xOy 的垂直投影, 
因此是该坐标面 h 的一个椭圆.为方便起见将 Oz 轴平行移动为经过原圆柱体上底面的 
中心，这时即可求出椭圆方程为 


T 是该物 体是一 个椭圆柱体被 z = 0 和原圆柱的上底面限制的部分. 

由于附图 （ b ) 中的物体的侧壁的液体压力在竖直方向的分嚣为0,因此将附图 （ a ) 
中液体对上底面的压力改为反向后的合力乘以 cosa 就得到对物体的竖寅向上的力.根 
据阿基米德原理，液体对该物体的压力的合力方向向上，数值等于物体所排开的液体的 
总重量.由此可见，只要将此数值除以 cos a 并乘以-1就得到对于圆柱体上底面的合 
力巧. 

利用题设的数据可求出原上底面中心至液体表面的距离 为&- | cosa . 由于该物 
体的体积等于高为其两倍的椭圆柱体的一半，将它乘以密度6和重力加速度9就得到所 
排开液体的总重量.再乘以 -1 就得到 A 在垂直方向的分贵为 

F\z = 一士 • 5分 (2 ft — 6 cos a ) • Tea 2 cos a = - na 2 Sg (九 一 音 cos a ) cos a , 

并可求出其他两个分最为 

Fi x — - na 2 6 g (h — y cos aj sin a , 


将对于圆柱体下底面的液体压力的合力记为巧，其计算是类似的.如附图 （ c ) 的 
白色物体所示，这时不需要改变原来作用于下底面的液体压力的方向，它们的合力乘以 
cosa 就是对该物体的垂直向上的压力，而这可以通过阿基米德原理求出.这个物体与附 
图 （ b ) 中只有一个差别，即其下底面中心到液体表面的距离为 / i + Acosa . 因此所求的 
合力 F 2 的各个分量为 





第八章重积分、曲线积分和由面积分 


ix — Tia 2 5g{h + cos a) sin a, 


= 0 , 

F 2 z — na 2 Sg (h -I- cosa) cos a. □ 


习题 4073 求均质圆柱体 rr 2 + 2/ 2 彡 a 2 ,0 彡2</1对质点尸 (0,0， b ) 的引力，设圆 
柱的质量等于 M ， 而质点的质量等于 m . 


分析由于对称性，引力在 x 和2/方向上的分量均为 0. 这类问题从数学上看是三 
重积分问题.利用三重积分可化为先二重积分后单重积分或先单重积分后二重积分的 
两种方法，下面给出相应的两个解法.此外还要注意，在下面的附图中只画出了 fc > ft 
的情况，但在习题中允许&可取任何实数值. 

在以下解法的书写中采用在 §4.9, §4.10 中己多次使用的微元法. 


解1如附图 （ a ) 所示，将圆柱体用 
z = 常数的平面切成许多圆状薄片，先考 
虑圆片对质点 P 的引力，然后相加. 

为此先计算积分 

f [ — — kmpz 立 如办， 

(X 2 +l/ 2 + 2 2 ) 了 

即圆片对于在 02 轴上距离圆心距离为2 
的质点的引力在垂直方向的分最，其中 A ： 
为引力常数， P 为密度常数.这时不考虑 
薄片的厚度心. 


^(0,0,6) 
(4) 



⑷ 



(b) 


习题 4073 的附图 


用极坐标代换即可得到 

f{z) = —kmzp^ dip 


rdr 


=-2nkmpz[-(r 2 4- z 2 ) 2 


( r 2 + 2 2 )2- 

一一 2kmM (_z _ z \ 

_ a 2 h — Va 2 ^z 2 ^ 

其中利用圆柱体的质量 M = na 2 hp 消去了密度 p. 


将 /( z ) 中的 z 换为6 - 乘以薄片厚度 dz , 对2从0积分到 h 就得到所要求的引 


力为 


F= f(b - z) dz 
Jo 

2kmM [ f h (b - z) dz 


a 2 h 


ti 


Jo sgn(2 - 6) d2] 


2kmM 


\/a 2 + (6 - z) 2 
^[a 2 + (6-z) 2 ]2 +| Z - 6 |}| 


2kmM 

a 2 h 


[\/a 2 + 6 2 — 


(6 — ft) 2 + |/i — 6| — |6|]. □ 


§8.5 二重积分在力学上的应用（习题 4051-4075) 
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解2 (概要）如附图 （ b ) 所示，先考虑在圆柱体内由半径 r 和 r + dr 的圆柱面形成 
的薄圆筒对质点 P 的引力，然后对 r 从0到 a 积分.为简明起见，直接就写出 


dx 


Ji 2 十 y 2 彡 a 2 

以下积分没有困难，从略 .口 


rn 

dy 

Jo 


[x 2 + 2/ 2 十 （Z — b) 2 l 


习题 4075 以 a 和 6 为边长的矩形草地上均匀地覆盖有已收割的干草，其面密度 
为 P . 若运送质暈为 A / 的货物到距离为 r 的地方所需的功等于 kMr (0 < fc < 1)，则为 
了把所有干草集中到草地中央，至少应消耗多少功？ 

解（概要）取草地中心为原点，将题设的矩形区域表示为= [- a , a ] x [- M ]， 则 

可将至少需要做的功写成为二重积分 _ 

= J| kp \ Jx 2 -h y 2 dx dy . 
n 

利用对称性并作极坐标代换即可得到 

W = Akp | 2 dx | 2 y / x 2 + y 2 dy 


—r' m 。’ 


dr + 


2 


上 


dr 


)• 


最后的两个积分的计算都可以仿照 §8.5.1 的习题4051中的积分方法进行 .口 


第八素重积分、曲线积分和曲面积分 


§8.6 三重积分（习题 4076-4100 ) 


内容简介主要是学习三重积分的各种计算方法，其中包括使用柱坐标代换与球 
坐标代换的最常用方法. 

以下所用的球坐标代换与《习题集》略有不同，而是用 [111 以及多数教科书中的 
常用 形式： 


x — r sin (f cos 0， y = r snup sin 0， z = r coscp . 


其中 r 彡 0,0 彡 P 彡 7C ,0 彡 0 < 271. 在附图中标出了球坐标在 


第一卦限中的几何意义.雅可比行列式为 

雖，没，之） 

D{r^,e) 

因此体积元从直角坐标时的 dV " == d:r dy dz 变为 dV = 


= r 2 simp . 


r 2 sin ^ drd <^ d 0. (这与 §8.4 的命题 8.3 中当 r 为常数时的 
结果一致 



球坐标示意图 


习题4077 


计算 JIJ 


dx dydz 


(1 +x + y + 2) 3 


，其中 V 是曲面2： + 2/ + 2： = l,x = 0,2/ = 


0y = 0 所围的区域. 


解 1( 概要）将所求积分记为 /. 将题设区域 V在坐标面 

xOy 上的投影记为区域 = {( x , y ) I x ^ 0,2/ ^ ^ 1}, 

则就可以将 J 转化为先单重后二重的逐次积分 如下： 

-" _ dz 

/I I — 

0 


=n[- 


(1 + a; + y + z) 3 


2(1 +x + y ^ z ) 2 



8 2(1 -fx -f-y) 


]i:r - 

2*] dxdy , 


dxdy 


以下计算从略 ，口 



解 2( 概要）区域 V在坐标轴02：上的投影为区间 [0,1]. 记乃，= {(Ay) | x > 
0,2/彡0,0： + 2/<1- 2 }为区域1^内2为常值时的点集在坐标面 xOy 上的投影，然后将 
I 转化为先二重后单重的逐次积分 如下： 


WJtt 

D z 


dxdy 


+ y + z ) : 


以下计算从略 .口 


解 3( 卡塔兰方法） 定义 f ( x ， y ， z ) = rr + y + z ， 则它在区域卩上的值域为 
f ( V ) = [0,1], 又定义 ft(/) = ，然后用 §8.1.6 的命题 8.2. 这时其中的函数 





9 = ^- 

先计算该命题中的 F ⑷.由于其积分区域 

Vn{ 0 ^ f(x ， y ， z) ^t} = {(x,y,z) |x 彡 0,2 / >0,2>0，x + y + 2<t} 

如附图所示是一个底为直角三角形 {( x , y ) \ x ^ 0 , y ^ 0 .x + y ^ t } 而高为 f 的锥体， 
将它记为％，就有 

F ( t ) = ^ dV =}- t -^ = ^ t \ 

Vt 

然后即可按照 §8.1.6 的公式 (8.5) 得到 

J = J > )F, _ = J:Trhr 如 2 出 

= i Jo Wr _ Tifip " + TrhH 出 

= j ln2 -吾 • □ 

注由附图可见，在本题中的卡塔兰方法就是用平行于平面 Z + 2/ +2 == 1的平面 
族与区域 K 相截，而解2则是用2 =常数的平面族与区域 K 相截.由此可见，卡塔兰 
方法有可能根据具体的积分区域和被积函数的特点而采取较为灵活的做法. 

习题4079计算 JJ] (♦ + 菩■ +鲁)<1场心，其中V 是曲面誉+餐+鲁= 1 

所围的区域. ^ 

解1 (广义球坐标代换）记积分为 J . 作变贵代换 


x = ar simp cos 9^ y = br sin ip sin d ， z = cr cos p ， 

其雅可比行列式为 abcr 2 simp , 积分区域 K 变为 r ， 空间中的长方体区域 

V r <po = {(r, ip,0) |0 彡 r 彡 1 ， 0 彡 p<7i ， 0 彡 0 彡 2 兀}， 

被积函数变为 r 2 , 因此即有 

I = abc HI r 4 smipdrd(fd6 = a6c| r 4 dr|*sin^dt^J d0 

= 乎 a6c. □ 

解 2 (卡塔兰方法）这里用 §8.1.6 的命题 8.1 的公式 (8.4) 即可，只是要将其中的二 
元函数改为三元函数，二重积分改为三重积分. 

定义 f ( x , y , z ) =誉+ ^ +吾= <，则/的值域/(V) = [0, 1]. 利用§4_7.2的习 
题2463关于楠球体体&的已知结果 f 就有 


m = JJJ dy = 


= ^abct 


/( x iy , z)<t 


于是即可求出 


/ = £ tF f {t)dt= |a6c£ |-t"2 dt = ^-abc. □ 



第八章重积分、曲线积分和曲面积分 


习题4081在三重积分 J drr | dg |^ +!/ /(2：，2/，2)(12； 中用不同方法配置积分的 
上下限. ° ° ° 

解记题设的三次积分为 A ， 则有 

h = | o dx £ ^ dy^ V f { x y y y z)dz = £ /( x , y , z)dydz = || J /( x , y , 2 ) dxdydz , 

< r : J v 

其中 K = {( x , y y z ) I 0 彡 x 彡 1,0 彡 2 / < 1 — x ，0 彡 2 < x + 2 /} 是附图 （ a ) 中所示的区 
域，即是以坐标面 xOy 上的三角形 x ^ 0, x-hy 1为下底，以平面 z = x + y 为 
上底的柱体.然后如附图 （ b ) 所示，取定[0,11，作平行于坐标面 yOz 的平面 X = rr 
与积分区域 V 相截，然后将它投 影到? / Oz 平面上，即得到附图 （ c ) 中的四边形，它就是 
〜={(2/，之 ） | 0 < 2/彡 1 一 X ，0 < 2： < a : 十 y }. 

本题的要求即是将在区域 V 上的三重积分写为各种不同配置的三次积分.将三重 
积分化为三次积分有3! = 6种可能性. 




O 


-J► 

一工 y 


(C) 

习题4081的附图 



y 




o 






对于外层为对 x 在 [0,1] 上的积分，利用附图 （ c ) 中的阴影区所示的 h 即可得到如 
下的先2/后2再2的三次积分： 

12 ^ lo dx iJo d2 lo 2 ) + J 1 x f ( x > y^ z )^y - 

由于积分区域关于 X 和 y 对称，因此就得到外层对1/求积的另外两个三次 积分： 

h = f Q d yf 0 V f ( x f yyz ) dz , 

Ia = io dy f Jo^Io V V ' ^ dX + f dZ f 廿 f( x ， y， z ) dx • 

最后考虑外层为对 2 积分的两个三次 积分. 如附图 （ d ) 所示，取定2 G [0,1], 作平 
行于坐标面 xOy 的平面 Z = z 与积分区域 K 相截，然后将所得的四边形投影到坐标面 
xOy 上得到附图 （ e ) 中的区域 

^ = {( 工， 2 /) 1 怎 > 0 , 2 / 彡 0 ，z 彡 x + y $ 1 }. 

这样就可以得到最后两个三次积分.由于其中 rr 与 j / 对称，因此只需先写出其中一个, 
然后将 x 与 y 对换即可得到另一个： 

/5 = Jo d 么 I Jo d D ( X ’ 沒 ，:) dy + £ 如 J : 工 ’( x ， 没， 2 ) d2/ ] ， 
h = | 0 d 2 [ J 0 d2/ j y /( x »2/» z ) ^ x + \ l d2/ £ V f { x , y , z)dxy □ 







习题 4084用一重积分代替 £ dOr 7£/( C ) dC . 


解注意到其中 re 只是与积分无关的参数，而被积函数只与变量 （ 有关，因此只要 
能够将对于 C 的积分移至最外层，则其余的积分均可求出，从而就得到一重积分. 

在外层积分的 （ 给定时，中层和里层积分的区域为 r ] OC 平面上的一个三角形区域 

因此即可交换它们的求积顺序而得到 

「 W/(C)dC =「处 f /(0 dC f d!7 
Jo Jo Jo Jo Jo Jc 

= £ d ^/( C )(5- C)dC 

最后一个积分的积分区域为 《0( 平面 i : 的三角形区域 

{( C ， C ) | o $“ x ， o 彡 

因此又可交换顺序得到所求的 结果： 

£ K /(0(^ - C)dC = J ^/( C ) dcJ ^( e - C)de 

= £/(o[i«-c ) 2 ]|；：； d C = |£/(0(x-o 2 dc. □ 

注木题是 §8.10 的习题 4214 的特例. 


习题4088变换为球坐标计算积分 


•1 rVl-x 2 r 

o dX Jo 叫 


y/x 7 +y 2 


dz. 


解 l 记积分为这类题应从题给的三次积分确定积 
分区域，然后根据区域和被积函数取适当的变量代换. 

从外层和中层积分可以知道积分区域在坐标面 xOy 上 
的投影是单位圆 rr 2 + j / 2 < 1在第一象限的四分 之一， 记为 
cr xy . 从里层积分知道曲顶为球面 rr 2 + y 2 + 2 2 = 2,而曲底 
为锥面 2 2 = : c 2 + y 2 . 由于它们都容易用球坐标表示，因此 
作球坐标代换是合适的. 


"i 、 


作代换 


习题 4088 的附图 


= rsinipcosffj y = rsirupsind^ z = rcosip, 


则积分区域为 0 彡 0 彡 |*，0 彡 p 彡 j ，0 彡 r 彡 v /5, 雅可比行列式等于 r 2 sin ^ 因此 
积分为 

- I ：- I ： Mo " r 2 cos 2 ip - r 2 sin ip dr 
= 号 j 4 sin ip cos 2 (f dip r 4 dr 

=1 •.卜 □ 
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解2本题用柱坐标代换也是方便的.这时区域变为0 < p 0 < 

雅可比行列式等于 r ， 于是得到 

= flo[ r(2 - r2)l - r4 ] dr 

习题 4098( a ) 求，，设 

/= JJ| /(x 2 十 y 2 + 之 2 )drrdj/ck, 


x 2 ^ y 2 + z 2 ^ t 2 


其中/为可微函数. 


分析这类题属亍含参变 fi 的重积分.对于参变景出现在积分区域中的情况，可以 
通过变量代换等方法解决 .口 


解 1 作球坐标代换 x = r sin ^ cos ^, y = r sin ^ sin ^, z = r cos < p y 其中 0 彡 
0^< fi ^ n y 0^9^2 n y 则就得到 

F ( t ) = J * 2 dd J 1 sincpdcp ^ r 2 /( r 2 )dr = 4死|* r 2 /( r 2 ) dr , 

可见有 F '( t )=4 似 2 /( t 2 ). 口 

解 2 利用 §8.1.6 的卡塔兰方法，由于（其中 u >0) 

G [ u ) = JJ| dxdydz = - 47 ^ , 




■ hp 2 ~ hz 2 ^ 


因此就得到 


F ( t ) = J * /( ii 2 ) G ; { ti ) dti = 4 兀 j * u 2 f ( u 2 ) du . 


以下同解 1 .口 


解 3 作代换 a : =仏 y = t Vl z = tC } t > 0,则积分区域变成单位球 f + T 7 2 + C 2 < 1, 
雅可比行列式等于《 3 ,从而就有 

F(t)= JJj f(t 2 (e + 予 + C 2 )) P 处 cMC, 

4 2 +»? 2 + < 2 <i 

在积分号下求导得到 

nt)= JJJ 2t(e + t/ 2 + cw« 2 +y+o) t 3 d ㈣ ％ 

《 2 + t ? 2 + C 2 <1 

十 jjj st 2 f(t 2 (e +$+c 2 )) 啦咖叱 
^ 2 +77 3 + C 2 <l 

将上式右边的两个积分的变量再换为 x , y ， 2 ,即作前述代换的逆代换，则得到 



F '{ t ) = Y JJ| ( x 2 + y 2 + Z 2 )f{x 2 + y 2 + z 2 ) dxdydz + ♦ F (6)_ 

这个答案似乎比较复杂，但用球坐标代换可以证明它与前两个解的答案是相同的： 
F ，( t ) = 夸 £[2 r 4 / ， ( r 2 ) 3 r 2 /( r 2 )) dr =亨 £[ r 3 /( r 2 )r dr = 4； ct 2 /( t 2 ). □ 

注解 3 的方法在求解类似的问题中有用，因此写出供参考. 


习题4099 求 


111 


x m y n z p dx dy dz , 


: 2 十 i/ 2 +: 2 <i 


其中 m ， n，p 为非负整数. 


提示当 m ， n ， p 中至少有一个为奇数时积分为 0. 可参考 §8.1.4 的习题3977中所 
用的方法.对于 m ， n , p 全为偶数的情况，可以用球坐标代换作计箅 .口 

习题4100令 : r + y + z = (， 2/ + 2 =巧 ， z = 计算狄利克雷积分 

jjj x p y q z r (l - x -y - z) s dx dydz (p > 0, g > 0, r > 0, s > 0), 
v 

其中 K 是平面 a ; + y + 2 = l , a : = 0 ，y = 0,2 = 0 所 _ 的区域. 


解 1 记积分为 /. 按照题中提出的代换有 

之=冰 、 y = 一 0， a ： = C(i 一 ”)， 

其逆变换为 ^ = x^y + z,r,= x l + y Z +z ，C = 由此可见区域 K 变为 $ % (空 

间中的正方体 

^ r,C = {(“0 | 0彡 “ 1，0 < “ 1，0彡 C < 1}, 

而雅可比行列式 

D D {^ X ) = - ° 《 (1_c) 

vc a ⑺ 

于是可计算得到 

/ = ||}k(i- v)nv{i - onac) r (i - er • ev^d V d (: 

=j: 4 PW+2 (1-0 S ^£ 7^ 一 1(1 一 ”) p C r (1 一 C 广 d( 

=B(p -hq-b r + 3,s + 1). B(g + r + 2，p + 1). B(r + l，g + 1) 

= I\p ±q±r± 3)T(g +1) T(q+r- {- 2)T{p +1) r(r + ljl^-hl) 

~~ r(p + <7 + r+ s + 4) r(p + g + r + 3) r(g + r + 2) 

r( P +i)r( g +i)r(r + i)r> + i) 口 

r(p + g + r + s + 4) • 
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解 2( 卡塔兰方法） 用命题 8.2, 取 /(12/, 幻 = 工 + 2/ + 2( 与习题 4 077 的解 3 
相同 ) ，有 /(V) = [0,1], 又定 Xh(f) = (1-/)' g(x,y,z) = 先计算在区域 

{{x,y,z) 丨怎 > 0 , 2 / 彡 0 , 2 彡 0 , 2 ： + 2 / + 之彡亡 } 上 5 的积分： 

F(t) = x v y q di / V z r dz 

丄 j* X y q {t - x - y) r ^ 1 dy ( 作代换 2 /= (t - x)w) 

x) 9+r+2 dx£u 9 (l- u) r+1 du (作代换 x = 幻） 

dv 


r 


T .B(g + l，r + 2)P +g+r+3 v p {l- v) q - 
1 Jo 

T . B(g + 1 ， r* + 2). B(p + 1 ， (？ + r + 3)t p+q 


=i r(g + i)r(r + 2) r(p 十 i)r(<? + r + 3) tP + q+r + 3 

一 r + 1 T(q + r + 3) r(p + g + r + 4) 

_ r(p+i)r( g +i)r(r+i) 奸糾 3 
r(p + <? + r + 4) . 

然后即可按照公式 （ 8.5 厂得到 
J = £(l 一 

= -(p^^ + 3)\\i-tyt^ +2dt 

= m ^ +i) . B (—+〜+ 3 ) 

= r(p + i)T(g + i)r(r +1) r(s + i)r( P +^+r + 3) 

一 r(p + ^ + r 4- 3) r(p + g + r + s + 4) 

_ r(p + i)r( g + i)r(r + i)r( 5 + i) n 

~~ r(p + g + r + s + 4) ■ 

注木题是 §8.10 的习题 4217 中 /i ⑴=1 - f 和 n = 3 的 特例 . 


§8.7 利用三重积分计算体积（习题 4 101- 4 1加） 

内容简介 空间区域 F 的体积就是在该区域上恒等于1的函数的三重积分，一般 
可在对区域形状作分析的基础上采用适当的方法求积. 

在 §1.4 和 §2.12 中已经看到，有一部分平面曲线在采用极坐标变暈或其他参数方程 
表示后会变得容易分析.对于空间曲面也有类似的情况，即在直角坐标系中的某些曲面 
方程 f ( x y y lZ ) = 0 在采用球坐标变量或其他变量表示后会容易理解其形状，这对于确 
定积分限是很有帮助的. 

(习题中的常数在无其他说明时均假设大于 0.) 

习题4104求以 az = x 2 + y 2 , z = y / x 2 -f y 1 (a > 0) 为界的物体的体积. 


解1 (三重积分）从两个方程消去^得到 x 2 -f t / 2 = av ^ T ^， 即是曲面的交线 
在坐标面 xOy 上的投影，除去点 x = t / = 0之外就是岡 y / x 2 + y 2 = a . 在此圆内有 

+(x 2 + y 2 ) < \A 2 +y 2 , 

可见适宜于用柱坐标代换积分 如下： 

V = HI dx dydz = ^ r dr ^ dz 

= 2 "£ r(r- a r2)dr 

= Hf--t ai ) = f a3 - D 

解 2 (二重积分）在对于 空间区 域作分析的基础上也可按照曲顶曲底柱体的体积 

写成为二重积分 _ 

V = IJ [\/工 2 + 2/ 2 - 士 ( x 2 + 2 / 2 )] dxdy . 


x 2 -\-y 7 ^a 


然后用极坐标代换得到 


V =广 dip r(r — 士 r 2 >dr 

=ki-ii- ai ) = f a3 - ° 


解 3( 旋转体）从所给的曲面方程即可知道所求的区域是旋 
转轴为 Oz 轴的旋转体（参看 §6.1.2 的习题3172)，令2 / = 0即可 
如附图所示作出在坐标面 xOz 上的阴影区 

{{x 9 2 ) | 0 $ z 彡 a ， ^x 2 ^z^x}, 

于是旋转体与平面 Z = [0, a ] 的截面为 圆环， 其内半径为 

外半径为 y / az , 从而可写出圆环面积为 



然后求积得到 


习题4104的附图 
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V" = J (naz - nz 2 )dz 

=n (^f i -4)[ = f a3 - D 

注本题的解法很多，以上三个解法代表了三种不同的思路，其中每一个思路在实 
施时还可以有不同的做法.此外，还可以将解2和解3看成是对一般三重积分的两种典 
型的计算方法.解2相当于在三重积分中先对 2 求积然后计算一个二重积分，且于其中 
采用极坐标代换，总体上看也就是解1所采用的柱坐标代换.解3则相当于先对于: r，y 
计算二重积分，然后对 2 求积.其中前者的计算利用该物体是围绕02轴而成的旋转体， 
因此可直接写出其截面面积. 


习题4105求以02 = a 2 — a : 2 - y 2 , 2： = a -: c 一 ％ rr = 0, 2 / = 0,之= 0 (a > 0) 为 
界的物体的体积. 


解 题设的第一个曲面 
^-( x 2 -f y 2 ) 是开 U 向下而顶点位于点 
(0,0, a ) 处的旋转抛物面，它与三个坐 
标面 x = y = z = 0 界定了四个有界 
的空间区域，将处于第一卦限的区域 
记为 Di . 然后再看平 ill 2： = a — a : - 2/， 
它与三个平标面2； = 2/ = 2 = 0 界定 
了第一卦限的四面体区域 



习題 4105 的附图 


^2 = {{x y y,z) | x 彡 0 , 2 / 彡 0,0 < z $ a — x — y}. 

由于在区域 fi 2 内有和/ < a ， 因此成立不等式 

于是本题给定的区域可从 

= {(x ， y ， 2) |x^O,y^O,O^0^a - - } 

减去％得到. 

由于区域％和在坐标面 xOy 上的投影不同，因此不如分别求积再相减.又因 
四面体$2 2 的体积可直接求出为 - i - a 3 , 因此只需计算下列积分 



dV = 


dxd,rw >/a d 2 


r 2 W 


= J o 2 d^£r(a-i-r 2 )dr 


然后就得到所求体积为 ( f - |) a 3 . □ 






习题4108用适当的坐标变换计算曲面 （ x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 2 (x 2 ^y 2 -z 2 ) 所围的 
体积 • 

解1此曲面是坐标面 xOz 上的曲线 ( rr 2 + /) 2 = a 2 ( rr 2 - 
z 2 ) 围绕 02 轴旋转所得的旋转曲面（见附图).用球坐标 re = 2 

r sin a? cos 0, y = r sin<^sin0, ^ = r cos ip 代入曲面方程得到 c * 

r 2 = a 2 (sinV-cosV) = - a 2 cos2^ - » x 

可见变量的范围为 0^0^271, 

a\/- cos2^. 在附图中作出了所围物体在坐标面上的 习题 4108 的附图 
x ^ O 部分的截面. 


习题 4108 的附图 


用球坐标代换求体积，这时的雅可比行列式为 r 2 sin 于是有 

V = C de \^ sin *f ⑽ ' 2 dr =亨" 1^(1-2 cos 2 if ) 吾 d (- cos ^) 

2/1 3 

=( l -2 u 2 )^du (然后作代换 v /57 i = S in 矽） 

= ^fl cos ^ d ^ = ^^n = K^^ a 

3v/2 Jo 3v/2 4-2 2 4v /2 

解 2 利用该物体为旋转体，用平面 Z = 2与之相截得到的是圆环面，这样就可转 
化为单重积分求体积. 

如附图所示，在 2 / = 0时所得的曲线方程为 Or 2 + /) 2 = a 2 ( x 2 - z 2 ). 由此可确定 
上述圆环的外半径和内半径.将它们分别记为心和0： 2 ,则截面面积是 71(#-#). 由于 
曲线方程是关于 o : 2 的二次方程，因此即可从其求根公式直接得到 

4 -心2'/孚- 2 a 2 , 2 , 


x ‘ V 4 7 

并由此确定 2 的范围为丨-^ >1. 

利用对称性就有 

V = 2 n(xj -xl)dz = 4v / 2a7c|J v/5 - z 2 dz. 

由于最后一个积分是半径为^的圆面积的四分 之一， 因此得到 

” 氤 nz 1 TTn^ ir^n^ — 


v = 4 心十竽 = 备 


习题4111求以曲面(善+誓+ I ) 2 = f 为界的物体的体积 • 


解由曲面方程可见: r >0. 由于方程中只出现 y 2 和 z 2 , 因此物体关于坐标面 
2:02和 xOy 对称，于是只要计算物体在第一卦限部分的体积再乘以4即可. 

作广义球坐标代换 
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x = ar simp cos 0， y = br siiup sin 0， z = cr cos 9 , 

则代换的雅可比行列式为 abcr 2 sincp . 这时曲面方程变成 r 3 = -^ sin ^ cos0 , 可见在第 

丄 

一 卦限中(皆 sinpcosfl) 3 • 于是即可计算如下： 


V = Aabc I 2 d 9 


4 a 2 bc f 2 


• r^/(a/h)9impcoae 2 

smpdv ? r dr 


4 

9 AO sin 2 (p d </? 
Jo 


na 2 bc 


3/1 Jo - Jo ™ 3/1 - 

注本题也可以用平行于坐标面 yOz 的平面 X = x 与物体相截，求出截面面积后 
用单重积分求出物体的体积. 


习题 4116( b ) 求以曲面 
物体的体积. 


I)= 晋一普 （工 > o，y > 0,2 ： > 0) 为界的 


解 1 本题用线性代换即可求解.令 

导 + 羊， V = f - 


= A 


V4^ ，丨 , V 

则可以计算得到 n = m h .， 因此在积分变换中需要的雅可比行列式的 


绝对值为 


D ( x , y , z ) 

D ^. v . w ) 


D ( u ， v , w ) 


_ abc 
a b 

TT + T 


, D { x y y , z ) ( 

这时曲面方程变换为 t ； = (U + ti ；) 2 . 从上述变换式解出 

为 u ， t ; 的线性函数： 

x= bii^kv 




_ 7/ - au-hv 

立 + i y a • h 
a h 


T + T 


即可知道约束条件 y^O 在变换后成为 au-hv^ 0 . 它与曲面 
在切= 0时的限制 v = t/ 2 就给出了坐标面 uOv 上的有界区域 
(见附 图)： 

D uv = {{u,v) | ， u 2 fu}, 

于其中 x ^ 0 也成立，而当 (u,v) e D uv 时 0 彡彡 v ^- w - 
于是即可求积 如下： 

abc M 上 - abc 



习题 4116( b ) 的附图 


V "= 


h ^ k 
abc 

A + A 

h 亇 k 


i f du\ T dv\^ U dw = 
Jo Jti 2 Jo 


yju 1 u 

K + T 


a au 

I dn | ( y/v — u ) di ; 


r [ i ( 胥) 


- i u2 + h 3 } du = 


abc 


60 


( t + i ) 


(胥 ) 4 口 
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解2由于变 So :,?/， 2均大于等于0,作广义球坐标代换 

x = ar sin 2 cp cos 2 0， y = br sin 2 ip sin 2 9, z 二 cr cos 2 
则可计算得到其雅可比行列式为 

a sin 2 ip cos 2 6 b sin 2 ip sin 2 6 c cos 2 ip 

2 ar simp cosy ? cos 2 6 2 br sirup cosy ) sin 2 0 —2 cr cos if simp 
— 2 ar sin 2 (f cos 6 sin 0 2 br sin 2 <f sin 0 cosO 0 


D{x,y,z) 

D{r^d) 


= Aabcr 2 sin 3 ipcostpsin 9 cosO . 

这时曲面的方程变成 r =( 音 cos 2 e -^ sin 2 O ) sin 2 ^ 

从题设的曲面方程可见在坐标面: rO ? /的第一象限中 f - f > 0,对于上述的广义 

球坐标变量则要求0彡0彡0 0 = arctan 由此和上述曲面方程可知0彡 

于是可如下计算 体积： 


V — 4 abc 2 sin 3 ip cos ip dip ° sin 0 cos ^ d 0 

•o Jo Jo 


l(a/h) cos 2 0-(b/k) sin 2 0\ sin 2 p 2 


dr 


4 q 6 c 

~3~ 


n 3 

I sin 9 ycosy?dy>J 0 sindcos0^-^cos 2 0—-^-sin 2 ^ d0 


=眚1!°[胥-(皆 + 舍) 8 叫 3 _ 20 ) 


— a bc 

_ TT 


<f^) 


[f-(i 


TT^T 


卜 2 d . a 


(青 ) 4 




□ 


2 2 

习题 4117( b ) 计算以曲面(吾 + I ) + (-^) = 1 (x ^ 0 ,y ^ 0,2 ^ 0) 为界的 


物体的体积. 


分析本题与 §4.3 的习题 4025 相同，只是明确指出求第一卦限的部分.从方法上 
看，在 §4.3 要求用二重积分求体积，而这里将体积看成为被积函数恒等子 1 的三重积 
分，可用的变量代换就更为广泛了 .口 

习题4123计算以曲面 
x = 0, x = a 为界的物体的体积. 

解作线性代换 

u = f ， ”十音， -十* + 3 

其雅可比行列式为4^ =去，于是翻 
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雖， y ， 之) = 1 

(u^v^w) 一 D(u.v : w) 

D(x,y,z) 


= abc. 


这时题中所给的曲面变成 


2 


=言 t^arcsmti ；， v = 1， tx = 0， u = !• 


一 1 < 切 < 1 ， 于是在 u,v,w 空间中在坐标面 


uOw 上得到矩形 


D uw = {( ii , w) I 0 < ti 彡 1，一1 < I /;彡 1}. 

对于 (u } w) E D 脚 ，有 s.TCs'mw 彡 v 彡 1 (当 |切| 彡 1 时 —wascsinw ^ 1) 

区域对 w 的对称性，就有 71 


再利用 


V = 2abc f dtx [ dt/; f 1 

Jo Jo J(2/jc)ti ； 


dv 


= 2a6c J (1 — ~w ATcsinw^j dw 


= 2abc— I w arcsin w dw. 
对最后一个积分作代换纟 =arcsine, 就有 


w arcsin wdw = \ tsint cos t 


J ； 


2 


K 

T 


因此得到 V=4a6c. 口 


■t! 0 2 sin2fcdf = f = f 
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§8.8 三重积分在力学上的应用（习题 4 1 3 1- 4 ieo ) 

内容简介本节是 §4.5 和 §8.5 的继续，其中包括空间物体的质置、质心和转动惯 
量的计算以及在力学上的其他应用. 

习题 4131-4142 是物体的质量和质心坐标的计算，习题 4143-4149 是物体关于坐标 
平面和轴线的转动惯量的计算，它们都按照有关公式转化为三重积分的 计算. 由于这些 
习题中的积分区域都比较简单，在计算方法上没有多少新的内容，下面只看其中的一个 
习题，然后主要讨论习题4150开始的几个题. 

习题4132 设一 物体占有无界区域 x 2 + y 2 + z 2 > 1,并且它的密度按规律 
p =十 22 而变化，式中 pQ > 0及 k > Q 为常数，求该物体的质景. 

解 本题的积分区域无界，因此属于 §8.9 的广义三重积分，但在对质童的积分中用 
球坐标代换即可将问题归结为 §4.4 中的广义单重积分，计算 h 没有困难. 

= IJI 


M 


PoC ^ x2 ^ y2+z2 dxdyd : 


x 2 +y 2 +« 2 ^l 
= HI r 2 sin ip 


p 0 e — kr dr dip dd 




=po j 271 dO ^ sin y ? I f °° r 2 e~ kr dr 
= 4 聊 [(_i r H) e_ 1 


= 4兀/90( 


¥ 


2 


I) 


习题 4150 设非均匀球体 x 2 + y 2 - hz 2 ^ R 2 的质量为 M ， 并且球体内各点 
P ( x ) V > z ) 的密度与该点至球心的距离成正比，求该球体对其直径的转动惯量. 


解设密度 p = kyjx ^ +沪+ z 2 , k 为比例常数.取转动轴线为02轴，则转动惯暈 

适宜用球坐标代换计算 如下： _ 

I 2 = JU ky / x 2 4- 1/ 2 + Z 2 ( x 2 + y 2 ) dx Ay dz 


x 2 + y 2 + 2 2 ^ H 2 


=JU kr 3 sin 2 ip • r 2 sin ip dr dcp d0 


O^r^R 


=k \ 2K dd T sin 3 p dp f R r 5 dr 
Jo Jo Jo 


.加 .f I 
4 fe 7 Ci? 6 
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同样可用球坐标计算球体的质量为 


k\/x 2 + y 2 + z 2 dx dy dz 


十 v 2 +P<fl 2 


=JJ kr 3 sin ip dr dip d8 


O^r^R 


=A : 广 d6 ^ sin <p dyj I r 3 dr 


在质量为 M 已知时可由上述结果确定比例常数 Zb = 因此转动惯 ft J 2 = 

AMR 2 门 
~9~ • 」 


习题4151证明等式 

U = ho + Md2 y 

其中心为物体对某轴；的转动惯量，仏为对平行于《并通过物体质心的轴&的转动惯 
景， d 为此两轴之间的距离， M 为物体的质量. 


解这是力学中关于空间物体的转动惯最的平行轴定理（在 §8.5.1 的习题4067已 

经见过关于平面薄板的平行轴定理). 

设物体所占空间区域为 fi ， 密度为 p = 

p { x , y , z ) ({ Xyy . z ) € 0). 将物体的质心取为原点，将过质心 

的转轴取为 Oz 轴，这时;0的直线方程为 x = y = 0,而与它 

平行的 转轴/ 的方程为 x = x\ y y = yi , 其中: ci 和 yi 不全为 0. 

这时两条转轴之间的距离 d = y /^ Tyl ， 在物体中的点 

( x , y , z ) 到转轴 Z G 的距离为 v^ 2 + 2/ 2 ,而到转轴丨的距离为 

v /( x _ Xl )2 4 . ( y _ 2/ l )2 j 于是就可从转动惯最 A 出发作如下推 
b 习题 4151 的附图 



h = JJJp [( 工 - xi) 2 + (y- yi) 2 ] dV 
n 

=|JJ P(® 2 + V 2 ) dK - 2a：! HI pxdV- 2y x J|J pydV + {x\ + y\) fff p dV" 

ci n n 


= 4) + d 2 M — 2 a J|jpxdV - 2^/1 pydV. 


利用物体质心坐标 x c ， y c 的计算公式 

Xc = ir\\\ pxdV ^ yc = ^U| wdK 

n n 

而将质心取为原点就表明上述两式的分子等于0,因此即从前式得到平行轴定理 



□ 





§8.8 三重积分在力学上的应用（习題 4131-4160) 
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习题4152 证明： 占有区域 V 的物体对过其质心0(0, 0,0) 并与各坐标轴的夹角 

为 a ， 久 7 的轴 i 的转动惯量等于 

h = I x cos 2 a 十八 cos 2 0 十 I z cos 2 7 

一 2 K xy cos a cos ^ - 2 K yz cos 卢 cos 7 — 2 K XZ cos 7 cos a , 

其中 I xy I y J z 为物体对坐标轴的转动惯量，而 

K xy = HI pxy dV , K yz = fJJ pyz d V , K xz = JJf pzx dV 
J v J v J v 

为惯性积. 

解 定义从原点到区域 V 内的点 （ x ， y ，^ 的径向景为 
r ( x 1 y 1 z ) ) 其模长为 r = \/ x 2 + y 2 + 2 2 , 则如附图所示，点 
( x y y lZ ) 到转轴 Z 的距离 d = e z ) 2 , 其中灼是转轴方 

向的单位向最土 ( cosa ， cos / 5 ， cos - y ). 于是就得到 

d 2 = x 2 + y 2 + 2 2 — (x cos a + y cos /3 + 2 cos 7 ) 2 . 

再利用 cos 2 a ： + cos 2 /? + cos 2 7 = 1 ，就有 

d 2 = (y 2 + z 2 ) cos 2 a + ( 2 2 + z 2 ) cos 2 /3 + ( x 2 + y 2 ) 

一 2 xy cos a cos /3 - 2 yz cos /3 cos 7 — 2 zx cos 7 cos a , 

将它代入 

h = HI pcP dV 

v 

并加整理即得所要求证的公式 .口 

习题4153 求密度为 po 的均质圆柱体 x 2 + y 2 ^ a 2 9 -h ^ z ^ / i 对直线 a : = y = z 
的转动惯量. 



习题 4152 的附图 

cos 2 7 


解本题可利用上一题的公式求解，但直接计算似更简单.先求出直线 x = y = 


的方向余弦为 


= cos ^5 = cos 7 = 


v/r 


于是点 ( x , y , z ) 到该直线的距离平方为 


d 2 = x 2 + y 2 + z 2 — （z cos a -f y cos 0 z cos 7 ) 
= j [( y~^) 2 + (名 一 x) 2 + (x - y ) 2 ] 

记密度常数为 po , 即可用柱坐标计算如下： 

I=f J}J [(y - z? + (^ - x ) 2 + (x - y) 2 ] dy 


x 2 +y 2 ^a 2 ,|z|^/i 


=f 


P dr [ r ( 2r 2 — r 2 sin 2 <p - 2 rz cos ^ — 2 rz sin ip -f 2 z 2 ) dz 
) Jo J-h 


= 27^0.£ dr £ 4r(r 2 +2 2 )dz= 27^o.^ a 4 ft+ | a2/l 3) 

若岡柱体的质最 M = 2 na 2 hpo 已知，则 / = ^( a 2 +吾 〆 ) .□ 
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习题4155求密度为 A ) 的均质球体 P +沪 + C 2 < 在点 P ^ y ^ z ) 处的牛顿引 
力势 • 

解由于对称性，不妨将点 P 0 r ，2/， z ) 取在 0( 轴上. 

记 a = y / x ^ + y 2 +之 2 —，该点即是 P (0,0, a ). 在附图中作 
出了 a > 丑的情况. 

球体内的点 M (^ V X ) 到点戶的距离为 

v ^ 2 + ” 2 + (C_a ) 2 ， 

而引力势的计算公式可写为含参数 a > 0的积分 

drj dC 

~ d ~ • 


/( o ) = po 


in 


《 2 +” 2 «阳 


在求出 / Ol ) 后用 a = ^/ X 2 + y 2^ z 2 代入其中即可得到 
在点/>(：!：，2/， 2) 处的引 力势. 

用球坐标代换 ® 

^ = rsintpcosO , r \ = rsin <^ sin 0, C = r cos 
其雅可比行列式为 r 2 sin ^, 就得到 

若 a = 0则可直接得到/(0) = 2 n Po R 2 . 

在 a > 0时则有 

/⑷= 2 np 0 r 2 1 [士(” 2 + a 2 一 2 ar cos tp ) 2 一 ◦ } 

= - r(r -fa — |r — a |) dr . 

若 0 < a < 私则需要分段积分得到 

/( a ) = 27 ^° (厂 2 r 2 dr + f 2 ar dr ) 

= ^.[-^ + a ( fl 2 - a 2 )] 

= 2 JCP 0 { r 2 - 如 2 )， 

其中最后的结果对于 a = 0 也适用. 

若 a > R , 则得到 



v 


dr 


f { a) = ^f o 2r^r 


= 於 

综合以上就得到所求的牛顿引力势为 


® 本题也可以用柱坐标代换求解，但如后面的注3所示，对于密度依赖于点到球心距离的非均质球的情 
况，例如下一个习题4156,柱坐标代换是不合适的. 



§8.8 三重积分在力学上的应用（习题4131 - 4 160) 
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2 即 0 


R 2 - 
4npoR 3 



2 + 2/ 2 + Z 2 ) ， 0 彡 y/x 2 + y 2 + 2 2 < R, 


□ 


Vx 2 + y 2 + 2 2 彡兄 


3^2 +y 2 + 2 2 

注1 /( a ) 作为含参变童的积分，在 a € [0，/?]和 [ R , + oo ) 上表达式不同，但在 
[0，+ oo ) 上连续，而且有连续的导函数. 

这里要指出，当 a G [0,蜊时，从牛顿引力势的三重积分公式中可见被积函数 ■^无 
界，因此这己经属于下一节 §8.9 中的广义三重积分.利用 §8.9.3 的习题4192的结论，可 
以保证其收敛性成立. 


注2由于牛顿引力势的梯度就是引力，因此从本题的结果即可导出球体对点 
/>(0：，％ 2 T ) 处的质点的引力.以下将万有引力常数 G 和质点的质景均取为 1. 

利用对称性，将质点放在点 P (0,0， a ) 处，则物体的引力即在 Oz 轴方向，因此即是 
尸⑷ • 

对于 a > /?，这时有 

广⑷一 誓 

M 

= 一？ 

其中 M = 为球体质暈.由此可见引力方向为从质点指向球体中心，其数值与 

将球体质 S 集中在球心时的引力相同. 

对于 0^ a < R 9 则有 

/，⑷= 



其中 M tt = -是球体中半径等 P a 的那部分的质量.由此可见，当质点的位置在 

球体内部时，若恰在球心，则引力为0,否则，在球体中与球心距离大于 a 的部分对质点 
的引力为 0. 

注3若球体为非均质，但密度函数只与点到球心的距离有关， 即/ ? = p ( r ), 则上述 
注2中的结论仍然成立.为此只要将本题的解 中的如 移到积分号下并换为 〆 0即可. 
由于在上述解法中采用了球坐标代换，因此即可得到所要的结论.这时的物体质量为 

Af = f 4兀 p(r)r 2 dr. 

Jo 

最后要指出，所有上述结论都是牛顿的发现，并于1687年发表在他的名作《自然 
哲学之数学原理》中.此书被公认为科学史上最重要的著作，原文为拉丁文，中译本见 
武汉出版社的1992年版，最新的英译本为1999年版. 

习题4156设球壳的密度 p = f ( R) y 其中/为已知函数， 
而求该球壳在点尸的牛顿引力势. 
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提示参考习题4155的解及其注3 .口 


习题4158 质量为 M 的均质球体 f + r ? 2 + < 2 < fl 2 以怎样的力吸引质量为 m 的 
质点 P (0,0, a )? 


提示本题己于习题4155的注2中用牛顿引力势解决，但直接按照引力的积分公 
式进行计算也是一个很好的训练.这样就不需要引力势的概念. 

如习题4155的附图所示，由于对称性，只需要计算球体的引力在轴方向的分量 

尺 ⑷= Gmpo JJJ -^d^dr/dC, 

其中 G 为引力常数，密度常数 p 0 可用球体质最 A / 表出 ， d = v ^ 2 + f + (C - a ) 2 . □ 

注如习题4155的注3所示，本题可以将均质球体改为密度函数只与点到球心距 
离有关的非均质球体，这时用球坐标代换即可解决 M 题. 

习题4159求密度为 p 0 的均质圆柱体 e + V 2 对单位质贵的质点 

尸(0,0，幻的 引力. 

注本题与 §8.5 的习题4073只是在记号和表达上略有不同，实际上相同. 
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§8.9 广义二重和三重积分（习題 4 iei - 42 oo ) 

内容简介 这是 §4.4 的广义积分在重积分的推广，其中包括收敛性的判定和广义 
重积分的计算. 

作为广义积分的推广，广义重积分的定义和处理方法与广义积分在许多方面是相 
似的.首先分别处理两种特殊 类型： （1) 积分区域无界， （2) 积分区域有界而被积函数无 
界，也就是有奇点.对于同时有积分区域无界和奇点的情况，则可将积分区域适当分割 
后处理.此外，由于维数的增加，广义重积分除了奇点之外还可能有奇线（对于二重积 
分 J 和奇面（对于三重积分). 

广义重积分与 §4.4 的广义积分比较，有一个很不相同的性质，它使得对于广义重积 
分的敛散性判定归结为非负函数的广义重积分的判定，从而只需要用比较判别法.这个 
性质对于各种类型和重数的广义重积分全都成立.这就是下列命题，其证明见 111] 第三 
卷的613小节. 

命题 8.5 广义重积分的可积与绝对可积等价. 


8.9.1 无界区域上的广义二重积分（习题 4161-4180) 


习题4161设0 < m < b ( x , y )| 研究广义重积分 
的敛散性. 



^ y) 

(x 2 + y 2 )P 


dx dy 


解 由命题 8.5 和不等式 


m < I 咖， y)l < M 
( x 2 -h y 2 ) p ( x 2 + y 2 ) p 、 ( x 2 + y 2 ) v 


可见本题的广义积分与 
闭区域序列 



dx dy 

WWY 


同时收敛或同时发散.现在定义递增的有界 


D n = {{ x , y ) I 1 ^ ar 2 + ?/ 2 ^ n 2 } (n = 2,3,…)， 

则当 n->oo 时序列 { D n } 即可竭尽积分区域乃= {( x , y ) + 1}®. 对于上 

的积分用极坐标代换计算就有 

于是就将问题归结为广义积分■的敛散性.对它用比较判别法（或者直接求 
积)，即可知道本题的答 案为： 当 i > f 时收敛，而当 p < 1时发散 .口 


© 与 §4.4 的非负函数的广义积分相同，对于非负函数的广义重积分，只要在一列竭尽积分区域的有界闭 
区域上的积分收敛就保证广义重积分收敛.这就是习题4166的内容. 
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习题4164研究广义重积分 JI (P > 0, g > 0) 的敛散性. 


W+li/l 彡 1 


解由对称性可知，问题等价于在第一象限中的积分 J] 的敛散性. 

: T+y 彡 1 

x ^ O y y^O 

记其积分区域为 

D = {(x ， y) | x ^ 0,y ^ 0,x + y ^ 1}. 

由于该区域的边界中的 x + y = 1与被积函数的分母# + #不 一致， 这使得今后的变 
量代换不方便，为此将 D 分解为^和 /?" 的并，其中 

D' ^ {(x,y) | x 彡 0,2/ 彡 0,x + y 彡 l ， x p + y g < 2 }， 

D n = {(x, y〉I a: 彡 0, 2 / 彡 0, x 十 y 彡 1 ， a: p 十 y g 彡 2}. 

由于区域有界，因此问题又等价于在区域 D〃 上的广义重积分的敛散性 • 

由于当 re,y 非负且栌+ W > 2时，不等式I + y > 1必定成立（用反证法即可知), 
因此在 D〃 的定义中的条件: r + 2/彡1可以去掉. 

定义递增的有界闭区域序列 

D n = {(x y y) I x 彡 0，y 彡 0,2 ^x p + y q ^n} (n = 3,4 ,…） 

则可见当 n-4oo 时该序列竭尽无界区域 D". 

对于在上的积分作广义极坐标代换 

2 . 2 . 2 2 
x = r p cos p y = r q sin q 

则其雅可比行列式为 


•P(^ y ) = 

D ( r ^) 


2 


2 .. 


2 


T 


1 9 —-1 . 

p ip 土" sm^ ip 

. \ . 2._i 

r p cos p (f sin (f -^-r 9 sin q ipcos^p 

2.+ 2.-1 2.-1 . -2.-1 
•rP q cos p (/?sm ^ cp , 


2 — —-i • 9 

V r ^ r\c V tn cin tn - 


被积函数变为 




=I • * 

PQ 

而积分区域 Dn 变成 ® 


{( r ， 川 号 }• 


于是得到 


II 


dxdy _ _4_ f 2 " 

X p ^ y q 一元 Jo 


2.-1 2 .- 
i p ^sin q 




u — 


dr . 


这时等号右边是两个积分的乘积.第一个积分（可用贝塔函数写出）在 p > 0 ，g > 0时收 
敛，而第二个积分当 n -)■ oo 时收敛的充要条件是 f f - 3 < -1，因此本题的广义 

重积分收敛的充要条件是去+ |<1 .口 

V Q 


® 至此可以看出，从区域中挖去以的目的是什么了.这完全是为了使得留下的区域在此 变童代 
换后的边界容易处理一点. 
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习题4165研究广义重积分 dxd y 的敛散性. 

: E+y 彡 1 

解记积分区域为 D = {{x y y) | rr + 2 /彡1}，取递增的矩形区域序列 ■Dn (n = 
2,3,…)，其中 

D n = {(x, y) I 1 彡 x + y 彡 n ， -nn《y — x ( nn}, 

则当 n->oo 时该区域序列竭尽积分区域 D . 若本题的广义重积分收敛，则在上的 
积分得到的数列 { In } 应当收敛.用线性代换 

u = x + y, v = y — X 、 

则区域变为坐标面 uOv 上的矩形 

{(u,v) | 1 ^ ti ^ n, —nn ^ v < nil}, 

而雅可比行列式 


D(x ， y) 

~DM 


D{u,v) 

D{x,y) 


2 


因此就有 




— cosu 


vP 


dv 


i: 


cosu 


dti ， 


可见当 n - 
是发散的. 


2 Ji txP 

时对于每一个 p 值都不可能收敛，因此本题的广义重积分对每个 p 值都 


□ 


习题4166 证明： 若函数 /( x ， iz ) 为非负的连续函数，有界闭区域 S n ( n = l ,2, …） 
组成区域 S 的任何一个竭尽递增序列，则 

|f/(^y) dxdy= l\m c ^f(x ) y)dxdy, 
s s n 

这里左端与右端同时有意义或无意义. 

解由于[| / Or ， Wdxdy 关于 n 为单调递增数列，因此只有两种可能性，即收敛于 

有限极限或发散~于正无穷大.本题的目的就是证明，对于竭尽 S 的任何一个单调递增有 
界闭区域序列，在区域序列上的积分值或者都收敛于相同的有限数，或者都发散于正无 
穷大. 

设对某一个合乎条件的区域序列 5 n (n = l ,2 ? -..), 下列极限 

/ = Jim o |J/(x,i/)dxdT/ 

5 n 

是有限数，则 JJ /( x , y ) dxdy </ 对每一个 n 成立，且对于任意给定的 e > 0,存在 n 0 , 
使得成立 " 
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- e < 


y ) dx dy ^ I . 


现设 7； (n = 1，2,…）是竭尽 S 的另一个递增有界闭区域序列，则存在 W 使得当 
n 〉 AT 时 ：) 5 nQ . 由于/非负，因此就有 

I -£ < JJ /( x , y ) dx dy < JJ f ( x , y ) dx dy . 


另一方面，对下标大于 iV 的每一个 r n , 存在 n l 5 使得7； C S ni , 于是又得到 

^f(x,y)dxdy ^ || f{x 1 y)dxdy ^ I. 

Tn Sfli 

综合以上就知道当 n > N 时成立不等式 


-£ < 


^ f ( x , y)dxdy < 


因此就证明了 r lim o | j ， /( a :,2/) dxd 2 / = /. 

T n 

由此又可见，若有某个区域 序列& ( n = l ， 2, …） 使得 lira \\ f ( x , y)dxdy = ^ oo 1 

n—¥oo J J 

则任何其他区域序列也必定如此.为此只要用反证法并重复前 面兩推 导即可 •口 


注在本题的证明中的关键在于，当区域序列 S n (n = l ,2,...) 单调递增巨竭尽无 
界区域 s 时，对于 s 内任意给定的有界闭区域了， 存在 n ， 使得〕 r . 

oo 

应当指出，竭尽条件 \ JS n = S 以及序列 Sn ( n = 1,2,...) 的递增性质不足以保 
证上述结论成立.例如， a "' 

S = {(^,2/) I x ^ 0} 

是右半闭平面， 

Sn = {{ x y y ) I (x — n ) 2 + y 2 彡 n 2 } ( n = 1，2,…） 

是圆心为点 （ n ，0) 和半径为 n 的闭圆序列，则它是竭尽 S 的递增有界闭区域，然而对于 

T={{x 1 y)\0^x^l 1 0^y^l}, 

就不可能存在 W ， 使得 Sw 3 T . 

回顾 [ llj 等教科书中关于广义重积分的定义，可以看到，在竭尽无界区域的递增有 
界闭区域序列 (n = l ,2,-..) 的定义中还有其他条件.它的一个等价表 述是： 若记 

Br = {( x y y ) I a : 2 + i / 2 < R 2 }, 

为闭圆，则对每个 n ， 存在 Hn ， 使得 

SnDSnB 、， 

且& +oo (n -> oo ). 在这样的定义下习题4166中的证明过程就没有困难.对于高 
于二重的广义重积分的竭尽序列也有类似的要求 

①此外区域序列中的每个区域都应当是可求面枳(或者可求体积）的区域.在习题 4166 中没有说区域 5 
无界.若 S 为有界区域，则只需要竭尽序列的每一个区域为可求面积 即可- 


习题4167证明 


lim 


sin(x 2 + y 2 )dxdy = n, 


\x\^n,\y\^n 


lim 

n->oo 


sin ( x 2 4- y 2 ) dxdy = 0 


( n 为正整数). 


* 3 +y 2 ^2nn 


提示对第一个等式可用 §7.3.2 的习题3830 (菲涅尔积分)，对第二个等式可用极 
坐标代换 .口 

练习题由习题4167可见广义重积分°° sin ( a : 2 + y 2 ) da : dy 发散.试对此积 
分的发散性用其他方法作出证明. 一一°° 

习题4168 证明： 尽管两个二次积分 

j>r 絲叫>广絲 - 

收敛，但广义二重积分 


IJ ~^ 7 dxdy 




发散. 


解对两个二次积分可计算如下: 


j>r 絲 —r (☆[::> 


=一 


|^°° ^ dx = - arctanx ^ = 一晋 


n 絲 ‘r (- 


X=+CX>\ 

U ) dy 


FTT dy = arctan Hi = T * 

(只要将第一个二次积分中的 a ： 与 j / 对换即可得到第二个二次积分的值为 
为证题给的广义二重积分发散，可用反证法.设其收敛，则从命题 8.5 知道 

II 




Ax dy 


也收敛. 


①由两个二次积分的值不相等已经可以推出本題的广义二重积分发散.实际上，如该广义二重积分收敛， 
则将被积函数取绝对值后的广义二重积分也收敛.根据 [111 第三卷的614小节中的讨论，该二重积分即可转 
化为两个相等的二次积分.又将原来的被积函数/分解为两个非负函数与之差，就可以 
建立变号函数的收敛广义二重积分的两个二次积分相等的结论. 
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如附图所示，从无界的积分区域 D = {( x ^ y ) 丨 x 彡 l，y > 1} 
中取出一个无界子区域 

= {{ x , y ) \0^2 y ^ x ^ 3 y , x 2 + 10}, 

则下列广义二重积分 

也收敛. 


y … 

: 

O 1 2 3 4 ^ 

习题4168的附图 


在区域 n 内 a : 2 - 2 / 2 彡 3 y 2 , x 2 + y 2 彡 10 y 2 , 因此有 

\x 2 -y 2 \ 〉 3y 2 二 3 

( x 2 + y 2 ) 2 ^ 10 y 2 ( x 2 + y 2 ) ~ 10( x 2 + y 2 ) ， 

于是可推出广义二重积分 

11 10(/+ J / 2 ) dldy 

也收敛. 

在上述积分收敛的前提下可以用极坐标代换计算得到 

一 釘：： d C 爷… 

由此引出矛盾.可见题设的广义二重积分发散 .口 


以下的习题 4169- 4180均为无界区域上的广义二重积分的计算.由习题4168以及 
上页的底注可见，在广义二重积分的收敛性没有保证的前提下，将它转化为二次积分进 
行计算是没有根据的.然而，如习题4166所示，非负函数的广义重积分只可能或者收 
敛，或者为 - foo . 对于后者，用广义二重积分的定义即可证明这时的二次积分均为 + oo . 
因此对于非负函数的广义二重积分，可以不必先考虑其敛散性而直接用二次积分计算 
或者再作变量代换计算. 


习题4173计算积分 JJ 

y ^ x 2 ^\ 


解记积分为利用对称性可见，/是 {( x , y ) \ x ^0, y ^ x 2 -^ l } 上的积分的两 
倍.化为先 y 后0：的二次积分计算 如下： 


= 2 r-r +1 ^= 2 r(^-^ii: 


axctan 


)dr 

x 2 
x 2 + 


dx 


2 

= - arctan 


x 2 


+ 2 


4-oo 
• 0 


dx 


x 4 +x 2 + i 




对最后一式的积分可用配对法计算如下（参见 §3.2.1 的习题 1884 的解 2): 


-r 


dx _ 9 r 
/ 十/十士 - 2 Jo 


如 OO 


dx 


v /2 1 y /2 

2 ^_ 心 f 十 2 x 2 


= v -2 (r 1 '^ dI ) 

V Jo 工 2 + 1 + 击 Jo x2 + i + 击 / 

厂 杳） r+co d ( x+ 4 ) 

V 2 X -鲁你 y /2 ] X+_ ^- V ^- 1 

VV2 + 1 vV2Tl +0 2 x/v/ 2-1 x+ + 

2 x v 


arctan 


vV^+i 


+oo 


7 C = V 2(\/2-1) k . □ 


习题 4175 用极坐标计算积分 fe-^^dxdy. 

J —oo J 一 oo 


解用极坐标代换就有 

Hr : e - ( A?)r〆 dr = 2 n (一 )| o +°° = n . □ 

注由于本题的广义二重积分又可如下化为二次 积分： 

r°° r c w) d_ = 「 °v: 2 dx p 〆 #= ( 「 °v: 2 如 ) 2 

J—oo J —OO J—OO J—OO oo ' 

因此就得到在 §7.3.2 的习题 3803 中的欧拉-泊松积分 （ 也常称为概率积 分)： 

r+oo 3 

e "" 1 dx = y / n . 

J—oo 

在 §7.2.3 的习题 3776.1 的注中已经浏览了该积分的几个计算方法，并指出本题的方法 
为最简单.这里补充不引入广义二重积分的做法.为此定义以下 集合： 

Br = {(A 2/) I z 2 十2/ 2 彡 fl 2 }， y 

d R = [一只，尺 ] x [- R , A ] = {( x , y ) I | x | ^ fl, \ y \ ^ R }, 

B V 2 R = {^ V ) I x 2 +y 2 ^2fl 2 }, 

则如附图所示， W R cD R d B 伽 于是就有 IE .., I - Qi|i \x 

|| e-(~)dxdM \\ e-^ dxd y 


Dr 


WMJ e 


-(* 2 + v s 


dxdy , 


习题 4175 的附图 


V 5 r 
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对左边和右边的积分用极坐标代换，就得到夹逼不等式 

71(1 — e - 妒 )< (J 〜〆 dx) 2 < n(l - e_ 2 月 2 )， 

最后令 fl — + oo 即可得到所要的结果. 


习题4176用极坐标计算积分「°° p °° e - W ) COS ( x 2 +2/ 2 ) dx < ly . 

J—oo J—oo 

提示本题的广义二重积分的收敛性可通过将被积函数取绝对值后利用习题4175 
得到 •口 


习题4178计算积分 

r+oo r+oo ( oa： 2 +2 6xy+cy 2 +2dx+2cy+/) dx d^/ 

J —oo J —oo 

其中 a >0 ，ac - 6 2 >0 ①. 


解记积分为 J . 分两步做.第一步是作平移以消去指数中关于变最 re 和 y 的一次 
项. 为此要求 z G , 如，使得成立 

ax 2 + 2bxy + cy 2 + 2dx + 2ey + / 

= a{x- Xq) 2 + 2b(x- x 0 )(y - y 0 ) + c{y - y 0 ) 2 + f\ 


其中右边最后的 /' 也待定.将右边的平方和乘积项展开，即得到关于 x 0 ， y 0 的线性方程 


且得到 


axo +by 0 = 一 d, bxo +cy 0 = 一 e. 


尸 =/ 一 - 2bx 0 yo - 


为简化对 /' 的计算，同时也为将本题在 §8.10 的习题4220中推广到一般的 n 重积分作 
准备，在此引入矩阵向童记号是适宜的.令 


则就得到 




6 = 




= - Ar l b , 尸=/一 


( x 。+ t) = 


/ - b T A- l b. 


引入（对矩阵>1的行列式）加边的三阶行列式 

. d 
A =. 

d 


A b 
b T f 


- b T A ^ (的两个分量依次）乘其前两行后加到第三行，此时行列式的值不变，前两 
行也不变，但其第三行的前两个元变成0 (记为 0 T )， 从而得到 


①为使得本题与今后的推广题 (§8.10 的习题 4220) —致，这里对习題作了改动，即将原题的指数乘以 一1, 
并将条件 a <0 相应地改为 a >0. 



.重积分（习题 4161-4200) 


+ 26 ut;+ct; 2 ) dudy 


A A b A b _c 

A= b T / - cf / 一 m ’， 

其中记号 S = ac - b 2 是矩阵 4 的行 列式. （这些运算就是将原行列式 △ 的第一行乘以 
x 0 又将第二行乘以妁一起加到第三行 .） 于是得到所要求的尸= A /8. 

对积分作平移 u = x - x 0i v = y ^ yo , 其雅可比行列式等于1，于是得到 

广°° f + °° e -( ax 2 +2 bxy ^ cy 2 ^2 dx +2 ey + f ) 

J —oo J —oo 

= ，+广广 e- (⑽ 2 + 2 — 2 ) di 

现在实施第二步，即对指数配:^得到 

au 2 - f - 2 buv + cv 2 = a(u 4 - 含 v ) Q ( ^ )” 2 , 

然后再作代换 

s ^ u +^ v , 

则其雅可比行列式为 

Dju . v ) = 1 = 1 = a 

D ( Syt ) D ( s , t ) y/s y/s 

D { u , v ) a 

于是即可利用概率积分得到本题的答案为 

/ = 争 P p e w )d5dt 

V0 J —oo J—oo 


= a e -x r- e -a(s Wd5dt 
VO J—oo J—oo 

=+ e - 令 r°°e— a d(v^) r°°e-^d(V5i) 

V 0 J—oo J，oo 

=』- e ■"舍 □ 

y /6 


习题 4180 计算积分 


r+oo r+oo 

J—oo J—oo 


-( 餐妥 ) 


dxdy, 


提示仿照习题 4178 的第二步，将指数配方后作代换即可求出 •口 


8.9.2 有界区域上的广义二重积分（习题 4181-4190) 

与 §4.4 的第二类广义积分类似，这个小节的习题是有界区域上的无界函数的广义 
积分，但除了奇点之外还可能出现奇线. 

对于这类广义重积分，命题 8.5 仍然成立，同时对于被积函数非负的情况，也只有积 
分收敛或发散于 + oo 两种可能性.这时转化为二次积分以及进行变 M 代换都没有困难. 

习题4181研究积分[[-^%的敛散性,其中区域 Q 由条件 M 彡2 2 ，#+?/ 2 彡 

J J x + y 


1确定. 
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解 被积函数以原点0为奇点.如附图所示，利用区域和 

被积函数的对称性，只需研究在第一象限部分的积分是否收敛 

即可.又由于只有一个奇点，只需考虑在区域 

{(x ， 2 /) | 0 ^ x ^ 1,0 ^ 2 / ^ x 2 } 

上的函数 2 1 2 是否可积.将它写为二次积分就得到 
x 2 + y 2 

dx P 2 d ~ 2 = 「(丄 arctan — V ) dx 
Jo Jo x +y JjU x ㈣’ 习题 4181 的附图 

=I 士 arctan x da;, 

由于这个积分的被积函数于 [0,1] 上有界，因此已是常义积分，收敛不成问题 •口 
习题4183 研究积分 || jUw ( p >0 } q >0) 的敛散性. 

提示 奇点为原点.利用对称性，只需研究第一象限部分上的积分的敛 散性. 用广 
义极坐标代换，并将在第一象限的区域边界改为 xP + 2/^l 进行研究即可 .口 

习题4184 研究积分££^^如 办 的敛散性，其中 0<m 彡 |p(a:， 2 /)| 彡 Af. 



解 若 p<0, 则为常义积分. 

对于 P > 0,被积函数有奇线 y = x (0^ x ^ a ). 此时由于广义重积分的绝对可积 
与可积等价，且有 

m < M 

l^-y| p \x-y\ p \x - y\ p y 

因此木题的积分与同时收敛或同时发散. 

利用对称性，则只需要讨论区域 D = {(x,y) |0^x^a,0^y^x} 上的可积性. 
作代换 u = x y v = x - y , 则其雅可比行列式的绝对值为1，区域汐变为0 < tx 彡 a, 
O ^ v ^ u , 于是可计算得到 

11 轉 = 1 > 1 > 

D 

若 p 彡 1 , 则内层积分对于每个 (0, a ] 都发散.若0 < p < 1 , 则有 

L du L ^ = r = j [ 0 ul ' Pdu ' 

这已是常义积分.因此本题的答案是当 p < 1时积分收敛， p > 1时积分发散 .口 


习题4186 证明： 若 1) 函数 p(:r ，2/) 在有界区域彡2/彡万上连续； 2) 
函数 f { x ) 在区间 a d 04上连续； 3) p < 1，则积分 



咖， 2/) 

1 /⑷一 2/l p 


dy 


收敛. 



提示本题为二次积分.由于 if ( x ， y ) 在题设的有界区域上连续，因此存在 M >0, 
使得于是只需要证明积分 


da : 


1/⑷ - y | p — 


收敛.若/的值域与 [6, S ] 之交为空集，则该积分收敛是显 然的. 否则，可如习题4184 
那样 ， p < 1已保证里层积分收敛，然后求积并证明外层积分也收敛 .口 

习题4189计算积分 IJInsin(x - y ) dxdy „ 其中区域是由直线 y = 0, y = x , 

x = n 围成的. 

解记积分为 /. 由于本题的被积函数常负，因此可以与非负的情况一样处理. 
作代换 u = z — ％ v = x -{- y ) 即是 rr = y = - u ). 这时的雅可比行 

列式为 I ，区域1)变为坐标面1/01；上由以= 0，= 1；，^十^; = 2兀所限制的区域以，于 
是可计算 如下： 

I = -y In sin ududv = ^ ^ In sin udu J 2 dv 

n 1 u 

= ^(n — u ) lnsinwdw (然后利用 §4.2.5 的命题 4.10) 

JL 

= tc [ 2 lnsinwdu = —^- ln 2. (其中引用 §4.4.1 的习题 2353( a ) 的欧拉积分） 口 


dv 


8.9.3 广义三重积分（习题 4191-4200) 

这里同时有无界区域和有界区域上的广义三重积分,后者除了奇点、奇线之外还可 
能有奇曲面.《习题集》在本小节的习题一般均为前两节的习题在三维空间中的推广. 


习题4192研究积分 

m ^ \^>{x,y,z)\ ^ M. 


U! 


i a +y a +2 2 ^l 


__jp{x 1 y 1 z)_ 
(x 2 + y 2 + z 2 )P 


dxdydz 的收敛性，其中 0 < 


解根据命题 8.5 和关于 vKAJ /, 幻的条件知道木题的积分与将函数 P 改为恒等于 
后的积分的敛散性相同.对后者用球坐标代换就有 

111 一 M : 忐 


x 2 +3/ 2 +z 2 ^1 


( X 2 + 


= 4 K Jo ^"， 


Jo r 卬… 

由此可见，当 2 p - 2 < 1，即 p < | 时积分收敛，而当 p 彡 | 时积分发散 .口 

注在 §8.8 的习题4155 (以及其他类似的习题）中已经出现了广义重积分（见该题 
的注 1), 它们的共同之处都是在被积函数的分母上出现了有界物体内部各点到物体内 
的某个固定点的距离而引起的.它们的收敛性都可以用本题的结论得到保证. 
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习题 4 1"计算积分广广 r °° e -^ y ^ dxdydz . 

J -oo J -oo J-oo 

解1由于被积函数可分离，化为三次积分后引用概率积分的已知值即可得到 

r°° r°° r°° e -@ 〜 3 + 如办心 =pv# 如 p " 2 办 p e-# 心 

J—oo J—oo J—c» J —oo J —oo J 一 oo 

仁 e-4) 3 J □ 

解 2 用球坐标代换可求积 如下： 

r°° r°° r°°e^y 2 ^dxdydz=^de rsin^d^ p 

J —oo J —c» J —oo J0 Jo JO 


dr 


= 4 tc (-号 e - r2 


2 


r 叫 


= 2 n--^Vn = n ^. □ 


习题 4200 计算积分 

r °° p [ h 0 ° e - p ^^ dx l dx 2 dx 3[ 
J — oo J — OO J — oo 
3 3 

其中 P { xi y x 2 yX 3 ) = 巧 (dij = aji ) 为正定二次型 • 


解用 A 表示三阶对称阵 （ a < j ) 3 x 3 . 由髙等代数知识知道存在正交矩阵= 
(叫 )3 x 3, 使得 

U T AU = dmg { X l MM}y 

其中右边是三阶对角阵，其对角线上的元素就是4的特征值.由尸(以，: c 2 , x 3 ) 
为正定二次型的题设条件，可见4的三个特征值都是正数. 

作线性齐次变换》= C / s ， 其中《 = ( Xi , X 2 , X 3 ) 7， ) s = ( Sl , S 2,53) r , 也就是 


= ^ 11^1 + ^ 12^2 + ^ 13 ^ 3 > 
^2 = U2\Sl -f U22S2 + W23«3i 


^3 = U 3X Si -f U 32 S 2 + U 33 S 3 , 

则雅可比行列式 ^ Xl - i X 2 i x ^. = | t /| = ±1 ,因此取绝对值后就是 i . 这时二次型 

D {3 i } 3 2 y Sz ) 

P ( xi 1 X2 1 Xz ) = X T Ax = 8 T U T AUs = XiSi + ^ 2«2 + ^3^3 - 


记所要求的积分为/，于是可计算如下 •. 

/ = p p r 00 e -* T ^ cLr , dx 2 dx 3 = [ + °° [ + °° d Si ds 2 d 郎 

J —00 J—00 J—00 J —00 J —00 J —00 

= f+°° e-W d 5l f+°° e - ^ d , 2 r°° e-^^d .3 

J —00 J —00 J —00 

由于有⑷二人乂‘因此最后得到/^/^^口 




§8.10 多重积分（习題 42 01- 422 0) 


内容简介 本节的多数习题为重数为 n 的多重积分计算或公式证明.这方面的参 
考书是 [ llj 第三卷的§18.5,其中的4个小节包含了丰富的内容和例题 • 

在本节的部分计算题中，于 §8.1.6 由习题3983引入的卡塔兰方法将起重要作用，它 
在合适的条件下可将 n 重积分转化为单重积分.为方便起见将其公式 （8.5) 复述 如下： 

\ d h ( Hx )) g { x ) do : = £ h ( t ) F f ( t ) dt y 

其中左边为 n 维空间的区域 D 上的 n 重积分， /(£)) = [ m ， M】，/i = h ( f ) 为一元函数， 
F ( t ) 由以下的 n 重积分计算 得到： 


4 


g ( x ) dx . 


习题4202 设 / = f { xi , x 2 r - ,^ n ) 
函数，证明等式 

d:ci J ^ 1 da ；2 … 1 / chr n = 


Dn { m ^ f ( xKt } 

,0^)为区域0彡而彡0：0 = 1，2，...，71)内的连续 


P fdxi (n ^ 2). 

JX 2 


解 1[9] 引入两个积分区域 

fil = {(Xl, •• - ,Xn) I 0 ^ Xi < X,0 ^ X 2 < ,0 ^ Xn < X n -l}, 

n 2 = {( 工 1 ， … ,X n ) I 0 ^ X n ^ X 7 X n < X n 一 1 彡 X,. • • ， X 2 彡 < x }， 

则等式两边恰好是函数 f ( x u ... , x n ) 在这两个区域上的 n 重积分转化而得到的 n 次积 
分： 

JT L /(怎 1 ，…， 2 …也= J ^ dX l £ ldT2 ."【" 1 f dx n , 

JT"In ,( Xl ，".， Xn ) da：1 … dXn = £ d 〜 『 dxw ••厂 /dxi (n ^ 2). 

以下将证明 ^ = il 2 , 这样就完成了本题的等式的证 3 
若 （ m , … , x n ) Gfli , 则由％的定义就得到 

0 ^ x n ^ x n _i < • • • < X2 ^ X \ ^ X, 

于是从％的定义可见( X !,-.. , x n ) en 2 . 

反之，若 ㈨，…，〜） e n 2 , 则由 n 2 的定义同样可得到 

0 < X n ^ X n _i < • • • < X 2 < Xi < X , 

于是从％的定义可见也有 （ A ，…， □ 

解 2 [5] 对于 n = 2 , 等式为 

d^i /( xi , x 2 ) dx 2 = dx 2 f { xi i x 2 ) dx u 

Jo Jo Jo Jx 2 

即熟知的狄利克雷公式（见 §8.1.2 的习题 3923). 

现设 n = fc 时等式成立.对 n = fc + 1可将其等式左边记为/，并改写为 

’ = dxi 1T 如 2 … JT ’ da：fc+i = lo Jq 1 (IT da；3 … IT ’ dxM ) dx2 ^ 
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其中右边的括号内是的二元函数.对此二次积分用狄利克雷公式，即可写成为 

j (r 如沖“ 1 )乜小 

由于方括号内的 A ； 次积分的最外层积分（即对 a 从町到: r 的积分）的积分限与 fc 次积 
分的其余变量无关，因此可以移到最内层，并得到 

/ = j * dx 2 f dx 3 … f fdx ^ dxk + i - 

由于上式的括号内是以 ,x fc+ i 为自变最的函数，用归纳假设就可得到所要的等 
式： 

/ = r dx k+1 r • • • r (r /dx 1 )dx 2 

JO JX | e4.1 JX3 ^ JX2 〆 

= 「 dxfc+i dxk • • • T dxr 2 / dxi , 

Jo Jxfc + 1 JX3 JX2 

这样就完成了数学归纳法的证明 .口 

解3在/连续的条件下也可以用微分法作出证明. 

用数学归纳法.对于 n = 2如解2所述即是狄利克雷公式（见 §8.1.2 的习题 3923). 
现设本题的等式对于 n = / c 己成立.对于 n = fc + 1,将等式的左边和右边分别记 
为 L ( x)m R ( x ), 即有 

L { x ) = dxi dx 2 £ 2 dx 3 •- ^ /( xi , x 2 , ••- , x fc + i ) d ^ + i , 

R ( x ) = r dXfc + i r dXfc r dx k -i • • • T /(X1,X2, ••- ,x fc+ i)dxi. 

Jo Jx k ^i Jx k Jx 2 

根据 / 的连续性可知 L ( x ) 和 R ( x ) 都是 a : 的连续可微函数.为求 L \ x ), 将它改写为 
L { x ) = [| q 1 dx2 \ X Q 2 dx 3 ••- f ( xux 2) - - - y x k + i ) dx k ^.i dxi , 

于是只要将大括号内的被积函数中出现两处的积分变量 A 换为 a : 就得到 

L \ x ) = £ dx 2 £ 2 dx 3 …/(X ， : 2 ,… ， x/c +1 ) • 

又将 R ( x ) 改写为 

R { x ) = £ [ j * dxfc j * dxjb-i ••• j * /( xi ， x 2 , … dar / b + i , 

这时由于变量 a : 同时出现在（最外层的）积分上限和大括号内的被积函数中，因此 iT(aO 
分为两项.其中第一项是将大括号内的 A +1 换为 A 由于这时的积分上限与下限相等， 
因此等于 0. 第二项则是对积分号下的 a : 求导.后者同样可分为两项，其第一项是将 
x k 换为 a :, 从而又等于0,第二项则是对积分号下的 re 求导.依此类推可以发现所有这 
些“第一项”都等于0,只留下将最内层的积分£ /( x 1? x 2> ... 对: c 求导得到 

f ( x ， x 2r .. 从而减少了一层积分.于是薄到 

R \ x ) = dx k dxfe_i ••- f { x , x 2 r - , x k + i ) dx 2 dxk+i 

Jo L Jxfc + 1 Jx fc Jx 3 

= da ； fc+i dxk dxk-i ••- f { x ) x 2 y -^ , x / c + i ) dx 2 - 

J 0 Jx | e 4.1 Jxfc J X3 
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比较 L '( x ) 和 R '( x \ 可见根据归纳法假设，对每个 z 都成立 V { x ) = 兄⑷①. 

最后利用 L (0) = 丑(0)，从而就得到 L { x ) = R ( x ), 即完成了数学归纳法的证明 •口 


习题4203证明： 
dti J * 1 dt 2 
其中/为连续函数. 


1 f ( t n ) dt n = ^{^ f ( r ) dr ]' 


解用数学归纳法.对 n = l 等式平凡成立.设 n = fc 时等式成立，则对于 
i = k -\-l 就有 

H 出 1 J ^ 1 出 2 •. : , ⑹州 2 ) • •. /(以十 1 )此+1 

= H 池 ) IX 出 2 … ’ ⑹ …/(“+1) d^fc-fi] dh =£ f ( ti ) • 去 { J^ 1 /(r) dr} dr 


= jkh)\{t f ^ dT } k+1 C:1 = jdi)\{L nT)dT T 

习题 4205 计算 n 重积分 I n = J dxi dx 2 


□ 


dXn • 


Zl 彡 0 ， I2>0, …， In 彡 0 
xi + X 2 + •••+ x n ^a 

解 1 这是求 n 维单纯形（或简称为单形）的 n 维体积.对于 n = 1，2,3,容易知道 
有 A = a ， / 2 = i - a 2 , I 3 = - i - a 3 . 可以猜测有公式 J n = ^ a n . 现设此公式对 n = fc 已 
成立.对 n = fc + 1则可求积 如下： n ' 

4+1 = r dx i J 7 ...J dx 2 ••- dxfc-f 1 


1：2 彡0,…， X fc + i 》0 

2 ：i 


= Cir (a - Xl)A：dXi = - 


( a - xO ^ 


, fc+i 


o (fc + l )! 


(灸 + 1)! 

可见所猜测的公式是正确的 .口 

解2所求的 Jn 是 a 的函数，记 J n = /n ⑷.作代换 工 1 = au\ } X 2 = CLU 2 , …， X n = 
a ^ n , 则雅可比行列式为 a ' 于是得到 

J n(a) = Jj--- j a n duidu 2 ••• du n = ⑴ a n . 

til ^0,112^0,— f ti n ^0 
til 十 U2+ … +ti n <l 

然后可求出 A ( l ) 的递推关 系为： 

/ n + i ( l ) = dui du 2 - - - du n+ i = d^i du 2 ... dw n+1 

Ml >0,U2 >()，••• ,u n+ l>0 


奴2彡0,… t 7i n +1^0 

U 2+ … + U n + l < l-W 


^ rdu 1 = ^/ nd ). 


再利用 1,(1) = ! 即可得到忍⑴ = 士因此所求的4 


n ! 


□ 


^从题设来看: r 是与/的自变录以及所有的积分变量无关的固定数，但同时又表明对于所有比这个固定 
数小的 CC 而言，等式仍然 成立. 当 n = fc 十 1 时， /(x,a ： 2, •• - , Xfc + i ) 可看成为 12, … ， a ： fc+i 的 fc 元 函数. 
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习题4207计算 n 重积分 


In = 


U-I 


y/xi + rr 2 + • • - + da：i dx 2 


xi^0,X2>0, •- ,x n ^0 
•十工 


解用卡塔兰方法（见 §8.1.6 的命题 8.2), 也就是用等值面 X ! + ..-- hx n = t (0^ 
^1) 对积分区域 P 切片（参见 §8.6 的习题4077的解 3). 

这时 f(Xir . •，: Tn ) = Xi + • • . + 工 n , /( D ) = [0, l ], M /) = V 7> S = h 于是可引用 
习题 4205 的结论得到 


增= 


d^i d ^2 

0,… • Xn^O 
…十 X^t 


= -^ yt n (0 ^ t ^ 1). 


XI 彡 0,12 彡 0，" 

十十 


利用 F f ( t ) = 就可用公式 （8.5) 得到 

F^TjT^" 1 dt = 7^1)1" L 


In = 


= ' Vi 

,0 


dt = 


( n ++)( n -1)! 


习題 4210 求以曲面 

为界的 n 维圆锥的体积. 



解不妨设题中出现的常数均大于 0. 作代换巧= o^udi = 1， • • • ， n )， 而所求的体 
积等于上述代换的雅可比行列式 &•••〜 乘以々= ••• = = 1时的体积，而后者可 

如下计算： 

J dxi dx 2 … dx w = dxi ••- dx n -i 


0^ X n ^l 




= £v , n _ 1 (x n )dx n , 

其中的 V n ^( x n ) 是半径为 rr n 的 n - 1 维球的体积，它在下一个习题4211中求出为 


1( 怎 n ) = 


71 2 


r 


( 乎 ) 


可见本题的答案为 


71 yo ' 口 


n r ( 乎） _ 


习题 4211 求 n 维球体 X ? + xl +…+ 4《 a 2 的体积, 


解1将所求体积记为 K ( a ), 通过作代换而 = a Ui (i = l ,..., n ) ? 即可知 V n ( a ) 
等于该代换的雅可比行列式乘以半径等于 1 的球体体积，即有匕⑷==14⑴ a n . 
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v n (i) 的递推公式可如下 得到： 

J dx 2 - - - dx n = I ^ V n ^ i { yJ \ - x \) dxi 




= 2^x(1) |\l - xD^dx, = V n _!(l)J\l - 


dt 


= ^( 1 ). 8 (-^，!) = 14 - 1 ( 1 ) 


F (f + 1 ) 


将上式改写为 


v n (i )' 令 +1) = Wi) • r(^ - +1) • 兀 + 


= -.. = vui).r(|).7c I ^ L =tc 号 
于是可得到所求的 n 维球体的体积为 

(2兀)号 d n 


匕⑷= 


r 


n f a n 1 _ ^ 二 ， rz 为偶数， 

( t^o 1 2(2 re ) n p " . 。为奇数. 


注几个熟知的特 例为： Vi ⑷= 2a 是区间 [-a,a] 的长度， V 2 ( a ) = na 2 是半径为 
a 的圆面积， V 3 ( a ) = 是半径为 a 的球体积. 

解2作 n 维的球坐标代换 

XI = V COS ipi , 

x 2 = r sin (^x cosp 2 ， 


x n -i = rsin 列 sin 朽 … sin (^ n _ 2 cos 
x n = r simpi sin 利 … sin ip n -2 sin 
则区域 x ? + • • • + < a 2 变成为 


0 彡 ^ 2 k . 代换的雅可比行列式为 r ^- lsinn -2^ 


卜3 


^2 •- 


即可计算得到 

V = |° r n_1 dr si : 

利用 


0彡 Wn - 2 “， 

sinv ^-2 ①. 于是 


sin n ^ 2 (pi dtp 


-3 


^2 dlf2 


i-2 



2 I dipnoi. 
0 


I" sin ^ x dx = 2 J 2 sin fc xdx = B(- & 吉 - 1 - ， 幻 = 


v ^ r ( A^l + 1 ) 

r (音 +i ) 


就有 


①这个雅可比行列式的计算比较复杂，在 [11] 第三卷676小节的例題 12) 中介绍了一个思路曲折而计算 
简单的方法，此处从略. 
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v = 


a n 


• 2兀= 


兀号 a n 


n 「⑷ r(f + l ) 


□ 


习题 4213 计算 


Il-I 


dxi dx 2 


n 


y / l - Xf - X \ - Xl 


和! +".+«l 

解记积分为用卡塔兰方法.记积分区域为！)，$/(々,•••，〜）=# + •••+<， 
则 /( D ) = [0,1]. 又令 h ( f ) = (1 - /)]■ 从习题4211 得到 

n n 


m = n-i dx \ dx2 -- - dx n = 


亏 +2：5+“.+ a^<t 


r 


(k 


于是按照公式 (8.5) 得到 



71 号 


r (f + 1 ) 


W ( ㈣ -7 ㈣ 


.号 J :" 


n _• 


d 亡 


兀号 


yf - B ( if ) = 7 p | l ) 


r (号 + 


□ 


习题 4214 证明等式 •. 


l dxi r 扣 … r _i 取) 〜 = £ /(u) ( Tn - i n ). 1 du - 

解利用习题 4202 提供的等式即 可计算 如下： 

M dx 2 • • • I /(x n )dx n = r f{x n ) dx n I dx„-i • • • 「 dx 2 I dxi 

Jo Jo Jxn Jx 3 ix 2 

= 「 f ( X n ) dx n I dXn -1 • • • 「 （X - X 2 )dx 2 

Jo Jx n Jx3 

dx 3 [ ^ Ux - x 2 ) 2 ]\ X2=X 

X n Jx 4 L L 」 ! *2=*3 


W ▼ 


= £/0n)dx n 厂 dajy.j* ^-(x -x 3 ) 2 da ；3 

' (再将 x n 改记为 u ). 口 

注本题还有其他解法，例如： （1) 记要求证明的等式左边为 F ( x ), 右边为 G ( x ), 
则有 F (0) = F '(0) =…= F ^- l \0) = 0, G (0) = G ， ⑼ = … = G ^~ l \0) = 0, 
F ⑻ ( x ) = G ⑻ ( x ) = /( x ), 可见等式成 立①； （2) 用数学归纳法 •口 

习题4216证明狄利克雷公式： 

x ? 1 — 1 #- 1 …:… da: n 


Xl^0,X2>0 f ••- ,x 
工 1+X2 + - ••十 x n 



二 r(pi)r(p2) - • -r(p n ) 

r(Pl +P 2 H - +Pn + 1) 


(Pl,P2, …， Pn > 0). 


①实际上本题的等式右边就是函数 F ( x ) 的泰勒公式的积分型余项，见 §5.5.6 的习题 2899.3 的解. 
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解记区域 

Sn ( t ) = {(工1，…，工 n ) | 工 1 > 0,〜 > 0，工1 + … + Xn < t }， 

则本题的积分区域为 5 n ( l ). 

若将本题的积分区域改为 5 n ( t ), 并将积分记为7„⑷，则作代换 A =纟叫 （i = 
1, ••- ， n ) 后即可得到 

J n (()=_" W n ⑴. 

由此即可导出递推公式 如下： 

/ n ( l ) = £ x ^- 1 : rf - 1 …： CY — 

Ul - rr n ) 

= /n-l(l)J^ dl - Xn ) Pi+-^-i dm • • . dx n -! 

= ^ n - l ( l ) * B ( p n ,pi + …+ Pn-l + 1) 

_ T ⑴ r ( Pn ) r(pi H - f - Pn -1 + 1) 

一 n ' u ; ' r ^- f .-.+ p^^Pn + i )- 

于是就得到 

I n ( l ) T(pi + + p n -l +Pn + 1) = / n - l ( l ) r(pi +".+ p n -i + 1) • T ( p n ) 

=••• = 7 x( 1 )^!+ 1). r(p n )r(p n —a) • • • r(p2). 

由于 

,i(i)r(pi +1) =pir(pi) £a：f 1 dx! = r(p 】）， 

因此代入前式并加整理就得到所要求证的 等式口 


习题4217证明刘维尔 公式： 

JT J 办 ( Xl + X2 + …+ 怎 71 ) 3 ^ 113 ^ 2 — 1 … e -1 dA dx2 … dx„ 

Xl ^0 l X 2 ^0 > -*, Xn^O 


— r{piW{p 2 )--r( Pn ) ri 
r ( Pi + J ?2 十 •••+ Pn ) jo 

(其中 h ( u ) 为连续函数)①. 


/ l ( f )< p,+p2+ - + p -- 1 d ^ 


(Pl ， P2，".，Pn > 0) 


解记积分为 /. 用卡塔兰方法，并采用上一题中的记号(纟） 和&⑷ .取 
> X n ) = Xi + /(5 n ( l )) = [0, 1], p ( xi , •• - , X n ) = 

则可直接引用上一题的狄利克雷公式得到 

m : rf — - 1 … X ^ dx , dx 2 ... dx n 

5n(t) 

= In ( t ) = I n ( l ) ( O ^ t ^ 1). 

按照公式 (8.5) 就有 

_0 为了与卡塔兰公式 (8.5) 的记号不发生混淆，将原题中的函数/改记为\并将公式右边的积分变录 u 
改为 
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= 啡)铲 ⑷出 =二⑴⑼ 


0 


rbOrfe )---^) 
r(pi + />2 + …+ Pn + 1) 
r(pi)r(p2)--r(p n ) 

r(pi + P2 + ••• + Pn) 


h ---+ p n ) ⑷沪 +... +p n 一 1 dt 

• (Pi + ... + Pn) £ 

[ I / i (0^ Pl + P 2+ '* ，+ Pn ~ 1 di - □ 

JO 


习题 4218 将区域 4+4 + . ••十上的 n 重积分 （ n >2) 

J|- ••|/(v /：c i •+ ) dxi dx 2 ••- dx u 

J n 

(其中 f ( u ) 为连续函数）化为一重积分. 

提示应用卡塔兰方法，习题4211已为此作好了准备 .口 

习题 4219计算半径为/?，密度为 p 0 的均质球体对自身的引力势，即求积分 

^ _ Po ffffff dxi d^ 3 dzi dx 2 dy 2 dz 2 

以一了 - JJJJJJ . ^ ， 


tti 


» 2 


式中 7*1,2 = \/{^1 - X 2) 2 + (2/1 - U 2) 2 + {Zi - Zi ) 2 - 


解先考虚球体 : ri + d + d < fl 2 在坐标为 （ m ，^，。） 的点处的引 力势. 利用 
§8.8 的习题4155的计算结果，由于该点不越出球外，因此就知道所求的引力势为 

2 np 0 [ R 2 - . 

然后在球体 + 上积分即可.于是就得到 

dxi dy \ dz \ dx 2 dy2 dz 2 




皿 n 


* i + yj + z ?^ ft 2 
x a+y2+za</i 2 

= ^Po Jjj [ fi 2 一 +(工? + 2/? 十 4)] dn 如 dq . 

利用半径为 t ( O ^ t ^ R ) 的球体积为厂⑷ = ¥，其导函数 泸⑷ = 4 对 2 ,即可用卡 
塔兰方法得到 

u = npl J H (- R 2 - ^ t 2 ) - 4 nt 2 dt = 16 —. □ 

n 

习题 4220 设^ aij x iXj (aij = aji ) 为正定二次型，计算 n 重积分 


p 广'••广 

J ~oo J —oo J — 


oo 


Q 、 M 


n n i 

H aijXiXj+2 ^2 biXi+c > 

i=l J 


da：i dx2 - - - dx n . 


oo 





解（本题是 §8.9.1 的习题4178的推广，建议读者先回顾该题的解法 .） 

记积分为 /. 引入向量矩阵记号 A = x = ( xi ， … , x n ) T , b = 

( bi ,--- 则在指数的括号内的 n 元二次式可写为二次三项式 

x t Ax -f 2b T x -f c. 

以下分两步.第一步是作平移以消去上式中的一次项，即要求 zo 以得到 

x T Ax -f- 2b T x + c = (x — x 0 ) T A(x — xo) + c 7 , 

由此可确定 

x 0 = - >1 一 1 b, c 7 = c — b T A~ l b. 

引入对于矩阵 >1 的行列式的 n + 1 阶的加边行列式 

A _ A 6 

并用 - PA - 1 ( 的 n 个分量依次）乘以该行列式的前 n 行后加到最后 一行， 这时该行列 
式的值不变，前 n 行也不变，而最后一行的前 n 个元都变成0 (记为 0 T ), 于是得到 

a t b = a t ^ 1 = c 5.( C m )， 

b T c 0 T c-b T A^b 

其中 J 是矩阵 A 的行列式.于是得到 〆 = A / S . 

由此对积分作平移代换 u = x - x 0 , 其雅可比行列式等于1，则就有 

/=[ + °° p … p dx 2 … dx n 

J —oo J —oc J —oo 

- 。一 t r °° r °°. “ r °° .-^au .., …山， 


△= 


= < 5-( c -6 7 >1- 1 6), 


=e -子广 广 … 广 如 ••• du n . 

第二步利用矩阵 A 正定，其特征值, ? ln 均大子0,且存在正交阵 t /， 使得 

U T AU = dmg { X ir -^ K }, 

其中右边的记号是对角线为 n 个特征值而其他元均等于0的对角阵.此外，还知道矩阵 
4的行列式 

作正交变换 w = f / s ， 其雅可比行列式等于 f / 的行列式，因此等于1，于是就可利 
用概率积分计算如下（对于 n = 3参见 §8.9.3 的习题 4200): 

r — ，+ r 00 r . r 00 a s-u-Aus “ … ^ 


d^i d 52 • • • d , s n 


= e - 子 「。0 p> … po e W 仙 d5i 私… 〜 

J —oc J—oo J —oo 

= e - 争 [ +00 广… f + °° e —( Xia ?+•«) dsi ds 2 … 

J— OO J —OO J —OO 

=e -+ r °° e - x 13 ? d51 •. • r °° e -^ dSn 

J —oo J —oo 



□ 
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§8.11 曲线积分（习題 4221-4295 ) 

内容简介本节的前两个小节分别为第一型曲线积分和第二型曲线积分，又将涉 
及全微分和原函数计算的习题单列为第三小节. 


8.11.1 第一型曲线积分（习题 4221-4247) 

第一型曲线积分的形式在平面上为 J /( x ， y ) ds ， 在空间为 ^ f ( x ^ z ) ds } 其积分 

元为 ds ， 积分与曲线 C 的取向无关.在被函数/恒等于1时，该%、分就是曲线 C 的弧 
长.由此可知，非负函数的第一型曲线积分必定非负.在力学中沿曲线分布的质量计算 
和质心坐标计算等都可归结为第一型曲线积分. 

在第一型曲线积分的计算中，首先要对曲线取合适的参数表示式，然后计算出弧长 
微分 ds ， 从而归结为普通的定积分.其中要注意的是，无论曲线的起点和终点是如何给 
定的，参数变化的范围总是取为从小到大，这样就可以保证非负函数的第一型曲线积分 
必定非负. 


习题4221计算第一型曲线积分 （: r +2/) 如，其中 C 是以0(0,0)， A (1，0)， S (0，1) 

• C 


为顶点的三角形围线. 

解利用第一型曲线积分的可加性，有 

Jc(x + y)d5= + J_ + J_}(x +y)ds, 

因此只要分段计算即可. 

在江5上 ， x =怎，2/ = 0, 0彡: r < 1， ds = dx， 于是有 

L (l+y)ds= l/ dI = i- 



在上 rr = :r ， y=l - x, ◦ 彡 a : 彡 1， 而弧长微分为 

ds = y/l + y^dx = y /2 dx , 

于是有 


f _ (x + y)ds = >/2 f dx = y /2. 

JO 


在 BO h x = 0, 2 / = ?/， 0 彡 2 /彡 1， d5 = dy， 于是有 

+ y) ds = J: y dy = +• 

将以上三段的积分相加就得到 


| (x 4- T/) ds = 1 -h y/2. □ 

注在本题中对于 M 取 rr 为参数从0到1时，动点描出的是从点 S 到 A 而对于 
m 取参数 y 从0到1时，动点描出的是从点0到 S . 
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习题4225 计算第一型曲线积分音 +y 音） ds ， 其中 C 为内摆线:^ 十?/吾= 


解1记积分为本题的内摆线也称星形线，其图像见第一册附录一的习题 

370.1( d ) (参见 §8.12 的习题4319及其附图).利用对称性，只需要计算在第一象限的曲 

线段上的积分再乘以4即可.对这段曲线可用 x 为参数，0 ^ x ^ a , 用隐函数求导法得 

丄 

到< =一(|_) 3 ，求出弧长微分为 

丄 

ds = y / lTy^dx = ( I ) 3 d 工， 

然后即可积分得到 
J = 41° (x 3 + 


3 x 3 一 2a 3 x 3 ) do: = 4a 3 (a 2 + 吾 a 2 - 吾 ® 2 ) = 4a 3 . □ 

解2用星形线的参数方程 

x = a cos 3 f , y = a sin 3 1 9 

则当 f 从 0 到 2 ti 时即描出完整的内摆线.计算得到 

ds = \J + yj 2 dt = 3a| sin t cos t\ di, 

而被积函数变成 a 音 (cos 4 1 + sin 4 1). 

利用对称性就可计算积分 如下： 

I = 12a 3 j 2 (sin 5 t cos t -f cx>s 5 t sint) dt 
=12a 3 (+ sin 6 1 — j cos 6 t^j |。 2 = 4a 3 • □ 

习题 4228 计算第一型曲线积分 xds, 其中 C 为对数螺线 r = ae 〜 0 > 0) 在 
圆 r == a 内的部分. 



4 j 2 2 1 

y 3 )(~) 3 dx = 4 a 3 j ° [x 4- (a 3 — x 3 ) 2 x 3 ] dx 


解对数螺线的图像见第一册附录一的习题 371.1( d ). 从题设条件可知所求的曲线 
段的参数为 -oo < ^ 0. 当#从0递减趋于- oo 时对数螺线以顺时针方向绕原点作 
无限次旋转. 

按照极坐标下的弧长微分 公式计算 得到 

ds = yjr 2 + 0 d<^ = aVl + k 2 e ktfi dcp. 

这时的曲线积分为广义积分，可计算 如下： 
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xds = 


ae k(p cos ip - ay/l + fc 2 e fc<p dip = a 2 \/l + fc 2 [° e 2fcy cos if dtp 

• 30 J-OO 

= a }\ J \- Vk 2 j ^ Y ^-^ 2 ~( 2fccos <^ + sin(^)j | (参见 §3.1.6 的习题 1828) 

□ 


= 2 ka 2 y / m ^ 

— ~l + 4 fc 2 ~ 


习题 4232 求空间曲线 a : = e _f cos t , y = e ^ sint , z = e~ l (0 ^：t < 十 oo ) 的弧长. 


解汁算弧长微分为 
ds = yj xj 2 y [ 2 4- z [ 2 dt 

=\ Z (- e _ t cos ^ - e— f sint ) 2 + (- e _t sint 4 - e _ t cost ) 2 + (- e -t ) 2 dt = y / Sc '' 1 dt } 


于是得到曲线弧长为 



□ 


注本题的空间曲线在坐标面 a:Oy 上的投影即是习题4228的对数螺线（其中取 


a = k = l ), 因此它是从 t = 0 的点 (1,0,1) 幵始围绕 Oz 轴作无限次旋转且趋于原点的 
曲线.如本题所示，它的长度却是有限数.又可计算出，由于的快速下降，在《从0 


到 2 tc 的第一圈曲线段的长度在总长度中的比例己经超过99.8%. 


习题4234求空间曲线（3： — 2/) 2 =咖 + 2/),0： 2 — ^/ 2 = |^ 2 从点0(0,0,0)到点 
A ( x 0 ,2/ o ,2 o ) 的弧长. 


解为简化计算，作等比例变换 re = <， y =叫 ， z = dC , 则方程变为 ( d ) 2 = (+77, 
- V 2 = fC 2 . 又若将 H 重新记为 x ， y ， z , 则其中的参数 a 就变成 1. 注意在此变 
换下曲线的弧长也发生比例为 a 的变化. 

由此可见只要求出上述变换后的曲线从原点到点的弧长，然后 
乘以 a 即可得到所要求的答案. 


现于题设的曲线方程中令 a = l , 将第一式的 x + y =( x - y ) 2 代入第二式，即得到 
(x - y ) 3 = | z 2 , 这样就解出 



-y = 士 ( 3z ) t ， x + y= 士 ( 3z ) 


取 2 为曲线的参数，即有 a : = x ⑷， 2/ = y ⑷.将上述两式对 Z 求导得到 

< 一 vi = (32)" *3, x f z + y’ 2 = (3zp. 

将它们平方后相加再除以2,得到 x ? + W 2 , 然后即可得到 


ds = + 2 /? + 1 dz = [(3 e ) 3 + (3之) 3 


dz . 


于是弧长为 
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s = a -^\ 0 a [(3 之 r++(3 2 )+] 心 

K 3 — 




3了. 


3 a 


4 y /2 


2 ¥ )L ； 

[2.3 -士 (#+3 女(乎)音] 


□ 


习题4236求空间曲线 x 2 + 没 2 + 2 2 = a 2 , y / x 2 + y 2 cosh ( arctan = a 从点 
A ( a ,0,0) 到点 B ( x ， y ， z ) 的弧长. 

解用柱坐标，则曲线方程变为 r 2 + 2 2 = a 2 , rcoshp = a . 用^为参变景， 
则要汁算对 2 的 导数. 从7* 2 + 2 2 = a 2 求得弋=一^■，从 rcoship = a 求得 
r f z coshp + rsinhy ? - ip' z = 0, 因此得到 


Vz = 一 < 


rcoship _ 
rsmhtf 


v / a 2 


㈢ ：一 十 1? 


■ 


于是可求出弧长微分为 


ds = v dr 2 + r 2 dip 2 4 - dz 2 = y r ? + r 2 V ^ 2 + 1 d2 

y^ dz = - 


= ^fr( 1 + ^r) 


+ 1 dz = 


y / a 2 — z 2 


dz . 


对于 2 > 0 的情况，从点 ( a , 0,0) 到点 ( x , y , 2 ) 时参数 z 递增，因此弧长为 

- = y /2 o — 


= V^a " 

Jo 


y / a 2 - z 2 a 

对于 2 < 0,则参数应当从 2 到0,因此积分与上述结果差一个符号. 
合并两种情况即得到统一的答案 


S 


= y /2 a 


arcsm 


N 

a 


□ 


习题 4238 设空间曲线 C 为圆周 z 2 + 2 / 2 + z 2 = a 2 , x + y + 2 = 0,计算第一型曲 
线积分 Jc P 如. 

解1曲线 C 是球面: r 2 +2/ 2 + ^ = a 2 上的大圆.从两个方程消去 z 得到 
: r 2 +邛+ y 2 =夸，即曲线 C 7 在坐标面 xOy 上的投影，它是•一个椭圆.将它配方写成 


(y + f ) 2 + |^ 2 = 


ai 
2 • 


然后即可参数化为 


x 


= \/? a 


cost , y = ^-a sint — 


Ve 


a cost , 


又队 Z = — X — y 得到 


asin 卜 + 

2 v/6 


a cost . 


参数的变化范围为 0 彡 f 彡 2 n . 求出它们的导数 
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A =- 

即可得到 


= —^^ asint , y [ = -^-a cos t + —^=- asint , z 【= --^-acost + •—^=- asin ^, 


ds = y / + y[ 2 + z[ 2 dt = a At. 


最后求得积分为 


x 2 ds = ~a 3 



? tdt = 


2na 3 


\c ° jo 3 

解 2 利用曲线 C 关于变景 A 2/， 2 的对称性，有 

ds = f v 2 ds = f z 2 ds 


□ 


L y2ds= L 

= ij c ^ 2 +2/ 2 + A d5 = -rJ c d5 = 誓 i c i ， 

其中 | C | 是曲线 C 的长度.由¥平面0： + 2 / + <2 = 0经过球心（0,0,0),因此曲为球 
面 x 2 +沪+ / = a 2 上的大岡，其半径为 a , 可见 | C | = 2加.于是答案为 ¥• □ 


习题4240设 C 为: r 2 4- y 2 = z 2 } y 2 = ax 从点 0(0,0,0) 到点 A ( a , a , \/2 a ) 的一 
段曲线，计算第一型曲线积分 

解（概要）仿照习题4234的预处理方法，可见只要对于 a = 1求出弧长后再乘以 

a 2 即得所求. _ 

用 x 为参数， 就有 y = = 计算得到 ds = v / 8 x ^9 x + 2 dx ，于是 

所求的积分为 1 ^ 

2 ds = a 2 • | V 8 工 2 + 9 x + 2 dx 

= wfll /卜 +☆)、■& d 卜 + ☆) 

= ^[K 2 ^ X+ i ^) V8l2 + 9x + 2 _ i ln ( 2 ^ + i^ + v/8l2+9x + 2 )]lo 

_ 7(25^19 9 v /2 17 W L 25 + 4# 、门 

~ a l ~64 64 5 l 2- ln — 17 — )• 口 

习题 424142 4 7 为第一型曲线积分在力学上的应用，即对于分布在曲线上的质量计 
算其总质量、质心坐标、静矩和转动惯量的计算，本书不再举例. 


8.11.2 第二型曲线积分（习題4248-4257, 4277-4283) 

第二型曲线积分是曲线积分中的主要概念，这一小节主要是基本的计算题，而将有 
关全微分和原函数的习题放到下一小节中.在第二型曲线积分理论中的核心内容是格 
林公式，见下一节. 

第二型曲线积分与积分路径的指定取向有关，若方向改为反向，则积分值反号.在 
将积分路径参数化时，参数的递增方向与指定的取向一致或相反都是允许的，但为避免 
错误起见还是经常取前者为妥. 
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习题4248设点 O 为坐标原点，点乂的坐标为（1，2),且 (X4 为： （a) 直线段； （b) 
以0?/为轴的抛物 线段； （c) 0z 轴上的线段 OS 和平行于 Oy 轴的线段 SA 组成的折线, 
计算第二型曲线积分 



解在附图中作出了从点 O 到点 d 的三条路径. 

(a) 积分路径为直线段 OA 记为则可取 a: 为参数， 
y = 2x, 于是积分可计算 如下： 

| xdy — ydx = ^ (x • 2 — 2x • 1) dx = 0. 

(b) 积分路径为抛物线段 OZ ，记为 C 2 . 仍取 x 为参数, 
y = 2x \ 则积分可计算 如下： 

| x dy — 1/ dx = | (x ' 4x — 2x 2 • 1) dx = J 2x 2 dx = |. 


a t 

2- 

j 

乂 (1 ， 2) 

1 - 

4 



fh 


"o 

s (: 

i,o) x 


习题 4248 的附图 


(o) 积分路径为折线 记为 C 3 . 在直线段 OS 上取 x 为参数，2/ = 0,在直线段 
BA 上取 y 为参数， x = 1，则积分可计算如下 

xdy - ydx = xdy - ydx + xdy - ydx 
Jc 3 job )ba 

=J (x • 0 - 0 • 1) dx -f- ^(l • 1 — y • 0) dy = I = 2. □ 

习题 4249 对于上题中所指示的路径 (c)， 计算 

xdy + ydx. 

Jo A 

解仍用上题中的记号和参数化方法，就有 

[xdy -f- ydx = [ (x • 2 -f 2x • l)cLr = [ 4x dx = 2, 

JCi Jo Jo 

[xdy 4- ydx = [ (x • 4x -h 2x 2 • l)dx = [ 6x 2 dx = 2, 

Jc 2 Jo Jo 

xdy ydx = xdy 4- ydx + xdy ydx 
Jc 3 Job jba 


=f (x • 0 + 0 • 1) drr +「(1 • 1 + j/ • 0) dy = 「 dy = 2. □ 
Jo Jo Jo 


注本题的三个不同路径上的积分相等不是偶然的，由于被积表达式是的全微 


分，因此积分值即是（巧 )| A(1 2) - (^2/)| 0(00) = 2 (见下一小节 )• 


习题4252计算第二型曲线积分 (f ( 2 ; + 2/)如+ ( 2 ;- 2 /)办，其中07为依逆时针方 


向通过的椭圆 ^ + ^ = 


J ， 
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解取椭圆的参数方程 

x = a cos y = 6sin^ (0 $ 亡彡 2 冗)， 

则参数递增方向与 C 依逆时针方向一致.记积分为/，则可计算 如下： 

/ = j 2 *[(a cos t 4- 6sin^)(-asin«) 4 - (a cos t - bsmt)(bcost)] dt 

=f 2 [ab cos 2 t — (a 2 -f 6 2 ) sin t cos t — ab sin 2 1] dt = 0. □ 


注由于本题的被积表达式为全 微分: 


(x-\-y)dx-\-(x-y)dy = d (夸 + zy 


- 4 ) 


因此在封闭路径上的积分必然等于 0. 


习题4254计算第二型曲线积分$ (X + ?/)d o 其中 C 为依逆时针 
方向通过的圆周 rr 2 + 2/ 2 = a 2 . 


J c 


解取圆周的参数方程为 z = a cost, y = asin^ (0 ^ t ^ 2 tc ), 则参数递增方向与 

圆周的逆时针方向一致.记积分为/，则可计算如下： 

j _ ^ (a cos t -f a sin t)(—a sin^) — (a cos t — a sin (a cos 亡) 出 

~ Jo a 2 

=-2n. □ 

注将被积表达式 £ 为 Pdx-h Qdy, 则可见有 

d ( x^y 
dy \x 2 + y 2 

(x 2 + y 2 ) - 2y(x + y) 十 2 + y 2 ) - 2x(-x-t-y) 

(/ + y 2 ) 2 (x 2 + 2/ 2 ) 2 =U ， 

因此满足全微分条件.然而在本题的闭路包围的区域中有奇点 (0,0), 即不是单连通区 
域.全微分条件的满足并不保证在此区域上存在单值的原函数，因此积分不一定等于 0. 
本题的原函数为 

F (^^y) = \ ln(x 2 4- y 2 ) - Arctan^-, 

其中的第二项为-1乘以幅角（也就是极坐标中的极角).这就解释了围绕原点逆时针方 
向一周的积分等于-2兀. 


\ 3 ( -x + y \ 

)dx\x 2 +y 2 J 


dP dQ ^ 
dy dx ~ 



习题 4277 证明： 下面的估计对于曲线积分是正 确的: 


|J^Pdx + Qdy| 

其中 L 为积分路径的长度， M = max \/尸 2 + Q 2 (在弧 C 上). 


解设曲线 C 以弧长为参数的方程为 a: = x(s) 7 y = y(s) y 0 < s < I/， 且 s 的递增 
方向与 C7 的给定取向一致.于是有 
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J^Pda: + Qdy| = | [P(x ⑷， y(s))x’(s)+ Q(x ⑷， 2/(s))2 / ⑷ ] ds| 

< \ P { x ( s ), y { s )) x f ( s )^ Q { x ( s ), y { s )) y , ( s)\ds 

^ | L \/ p2 + Q 2 \/ x，2 ( s ) + y ，2 ( S 1 ds 

=( L y/P 2 + Q2 d5 彡 LM, 

Jo 

其中利用了取弧长 s 为参数时有 x /2 ( s )- hy /2 ( s ) = 1. □ 


习题 4281计算沿空间曲线的第二型曲线积分 ^^(y_z)d:c+(z-a:)d2/+(a；i)dz， 
式中 C 为圆周 a: 2 +y 2 + 2 2 = a 2 , 2/ = xtana (0 < a < tc ), 且若从 x 轴的正向看去为逆 
时针方向. 


解从圆周 C 的方程中消去: r, 就得到它在坐 标面〆 ^上的投影 

y 2 (l + cot 2 a) + 2 2 = a 2 . 

根据题设中 C 的取向，它在 yOz 上的投影应当是逆时针方向，因此即参数化为 
为 y = asinacos^, z = asin«, 其中参数的递增与投影曲线的方向一致，并得到 
x — a cosacos 亡，参数亡从0到 2n. 

记积分为 A 即可计算 如下： 

/ = a 2 | 2K [(sinacos 亡 一 sin 亡 )( 一 cos a sin 尤)+ (sin t — cos a cost ) (— sin a sin t) 

+ (cos a cost — sin a cost ) cos t ] dt 

=a 2 广 [(cos a — dn a) + 2 sin a cos a sin f cos t ] dt = 2 na 2 (cos a — sin a). □ 


8.11.3 全微分与原函数（习题4258-4276, 4284-4295) 

本小节为全微分和原函数的计算 

对于平面上的第二型曲线积分 ^ P ( x y y ) dx ^ Q ( x iy ) d yi 若于包含积分路径的区 

域V内存在单值的函数 u = u(x,t/), &得成立 

du — Pdx + Qdy, 

则称该曲线积分的被积表达式为全微分，并称 u(x,y) 为原函数（也称为势函数).这时 
积分的值只与路径 C 的起点和终点有关，而与路径的形状无关.特别是由此可知当 C 
为封闭路径，且它所包围的区域为单连通时，其上的曲线积分必定等于 0. 

若 C 的起点为 >l(xo, y 0 ), 终点为 B ( x uyi ), 则有 

P(x, y)dx + Q(x,y)dy = u(xi y yi) - u(x 0 ,yo). 

因此也可将上式左边记为 f <I1，yi) Pdx + Qdy. 

①在上一小节的习题4249, 4252, 4254也已涉及全微分和原函数的概念. 
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对于平面上的单连通区域，若 P ( x , y ), Q ( x ， y ) 连续可微，则被积表达式 P ( x , y ) dx + 
Q ( x , y ) dy 为全微分的充要条件是在该区域内成立恒等式 


( 8 . 8 ) 


dP{x, y) = dQ(x,y) 
dy 一 dx 

这个条件的必要性是明显的，因为从 t = 尸和 I = Q 即可看出 (8-8) 就是 

d 2 u _ d 2 u 
dydx dxdy ’ 

即两个二阶混合偏导数在连续时必定相等.反之，用格林公式可以证明，条件 (8.8) 对于 
在单连通区域上存在原函数也是充分的. 

在确定原函数 tx 的存在性后，可以从^ P 和^ Q 求原函数. 

对于空间的第二型曲线积分^ P ( rr , 2/^)dx + Q ( x , y , z ) dy + R ( x y y , z ) dz , 同样可 
引入全微分和原函数的概念.在包 S 积分路径 c 的区域满足单连通条件和 p , g , 均连 

续可微的条件下，与 (8.8) 相应的全微分的充要条件为 

dQ{x } y) _ dR(x ， y) dR(x,y) _ dP{x,y) dP(x,y) _ dQ{x, y) 


(8.9) 


dz — dy > 如一如’ dy 一 dx • 

与 (8.8) 的必要性相同，条件 (8.9) 就是 u 的二阶混合偏导数与求导的顺序无关的推论. 


习题4258验证被积表达式为全微分，并计算曲线积分 


广， 3 ) 


dy + ydx . 


解1由 P ( x , y ) = y , Q ( x , y ) = x , 可见有 P ； = 1 = Q f xi 因此被积表达式是全微 
分. 

由 = P ( x , y ) = 2 /可见 w ( cr , y ) = xy -\- cp ( y) y 其中 ( p ( y ) 待定.再代入 = Q ( x ， y ) 
中，可见 [xy + ( p ( y ) Y y = x + ¥%) = a ;， 即得 < p ( y ) = (7. 

取 C = 0 时的原函数 u ( x , y ) = xy , 就有 


1： 


2 , 3 ) 

— 1,2) 


xdy-\-ydx = xy 


( 2 , 3 ) 

(-1,2) 


= 6 —(—2) = 8. □ 



解 2 在验证被积表达式为全微分之后，并不一定要求出 
原函数才能计算所要求的积分.为此可利用积分只与路径的起 
点和终点有关，即可选取合适的路径来进行计算. 

在附图中画出了连接点>1(-1，2)和 S (2,3) 的一条示意性 
质的光滑曲线和经过点 C (2,2) 的折线 ACB , 显然后者更便于 
计算_ 

具体的计算 如下： 

’ xdy-hydx = ( + )xdy + yAx 

J(-l,2) ^jac )cb j 

=^ 2dx + | 3 2dj / = 6 + 2 = 

注本题的积分表达式非常简单，读者可能直接看出 zy 即是一个原函数而得解， 
在以上两个解法中强调的是方法的一般性，使得求解其他类似习题时都可仿效. 


习题4258的附图 


8 . □ 
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习题_验证被积表达式为全微分，并计 麵积分[， ㈣ 一’ 
其中 /( W 为连续函数. 


解由于对/未假设连续可微条件，因此不能用条件 (8.8). 然而因被积表达式可 
写成 /(x + y ) d(x + 2/), 而/连续，因此 f { u ) 的原函数为 

F(u) = £ f(t) dt + C. 

取其中 C = 0的原函数，并用 u = rr + y A 入就得到本题的曲线积分的原函数.这样就 
可计算积分 如下： 

Ka f 6) • |ii=a+6 ra+6 

P f(x + y)(dx+dy) = F(u) = T / ⑴此 □ 

J( 0 , 0 ) 'w =0 Jo 


习题 4268 验证被积表达式为全微分，并沿着不与02/轴相交的积分路径计算下 
列曲线积分 

J: 二 ; ^ C0S x ) dX + ( Sin x + x C0S f ) d2/ - 


解记积分表达式为 Pda :+ Qdi /, 则有 

f = -fco S ^ + ^sinf, 

^. = _J^. cos X_ JL cos |. + l_ sin ^ ) 

即满足条件 (8.8). 由于积分路径的起点和终点都在 x >0 的半平面内，它是单连通区 
域，因此被积表达式为全微分. 

以下将分别用习题4258的解1和解2中的方法计算所要求的积分. 

方法一是通过原函数来计算曲线积分.从4 P 即可得到 


u = x-\-ysin^ : + 咖)， 

Jj 

其中 P 待定.将此式代入< = Q 就有 



+ 〆 (!/) = sin — + — cos 



可见 〆 (2/) = 0,即得 W 2/) = C . 取 C = 0 时的原函数为 ix = z + j / sinj . 记所要求的 
曲线积分为于是就可计算得到 工 


(2 ， x) 

u 

( M ) 


=(2 + 7 t ) — 1 = 1 + 7 C . 


方法二是利用在全微分情况下第二型曲线积分只与路径的起点和终点有关，根据 
本题的起点为 (1,71), 终点为 （2,7 C ), 可见只要用连接它们的直线段作为积分路径即可. 
这时2/ = 7 C , dy = 0, x 从1到2,计算特别简单.记积分为/，于是就有 
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习题4272设 dz = ydx -xdy 求原函 数 

3 rr J - 2 xy + 

解由于 3 rr 2 - 2邛+ 3 y 2 = 0等价于 rr = y = 0 ,因此将所给条件写为 cb = 
尸 drr + Qdy 后，户与^的定义域为去心平面（即坐标面： rOy 中去掉原点后的所有点的 
集合)，它是一个非单连通区域. 

验证条件（8.8)，有 

_ 1 _ y (—2 x + 6 y ) = 3 x 2 - 3 y 2 

3 x 2 — 2 xy 4- 3 y 2 (3 x 2 — 2 xy + 3 y 2 ) 2 (3 x 2 — 2 xy 4- 3 y 2 ) 2 ， 

_1_ x (6 x - 2 y ) = 3 x 2 - 3 y 2 

3 x 2 — 2 xy + 3 y 2 (3 x 2 - 2 xy + 3 y 2 ) 2 (3 x 2 - 2 xy + 3 y 2 ) 2 ’ 

可见全微分条件满足. 



y 


这时在去心平面的任何一个单连通区域(例如矩形区域）内原函数的存在性是有保 
证的.下面将使用在矩形区域内的求原函数的计算方法 ®. 

如附图所示，以点4(0, 1) 为起点通过折线上的积 
分计算点 C ( x y y ) 处的原函数 z ( Xi y ) 的值.由于在直线段火丑 
上 x = 0, do : = 0,而在直线段上 dy = 0,因此有 

咖 y) = ^ Q(0, y) dy + 卜， y) dx = y £ 3x 2 一 ^ + 3y2 


H ( o ， v ) 


乂(0，1) 4 


C(x ， y) 


dx 


( x - i ^) 2 + 


2\/2 


arctan 


3x-y 

2 y /2 y 




♦X 


习题 4272 的附图 


显然将上述表达式加上任意常数 C 也是原函数 .口 


注用 h 述解法可以在原点之外的每个点 （ x ， y ) 处求出原函数，然而所得到的答案 
并不统一.例如上面所得的原函数只适用于 y = 0 之外的情况.这样就产生了一个问题， 
即对于去心平面整体而言，本题是否存在单值的原函数？（在前面 §8.11.2 的习题4254 
中已经看到可能出现非单值的原函数 

对于非单连通区域上的原函数的存在问题可以参考丨 nj 第三卷的562小节，其中 
指出，在全微分条件 (8.8) 满足时，围绕奇点的正向（即逆时针方向）简单闭路上的积分 
等于常值，并称为循环常数.只有当所有循环常数都等于0时才可能存在单值的原函数. 


(习题4254己经提供了满足全微分条件但循环常数不等于0的例子 .) 


对本题来说，只有一个奇点（0,0).为了求出它的循环常数，只需要求出在椭圆 
3 P -2 o ：2/ + 32/ 2 = 1上沿逆时针方向的积分.它可以计算如下 



ydx-xdy 
3 x 2 — 2 xy + 3 y 2 



兀 

72 ' 


既然循环常数不等于 0, 可见在去心平面上不存在单值的原函数. 


在上述计算中利用了第二册中的下列两点 内容: 


(1) 将 §4.5 的面积计算公式 (4.14) 翻译成为第二型曲线积分，就有 


® 在习题4258, 4268中求原函数主要通过不定积分计算，而这里則是定积分计算. 
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ydx — xdy ^ —25, 

其中5是闭路 (7 所围的面积（参见后面 §8.12.2 的公式 （8.10)). 

(2) §4.5 的习题2406,其中计算得到椭圆 Ax 2 ^2Bxy^Cy 2 = 1 (A > 0 y AC-B 2 > 


0) 的面积等于 


VAC - B 2 


对本题有4 = C = 3, B = — 1,因此椭圆面积 S = 


2 V 2' 


习题 4276 设 d 2 = 其中 r = 


^ n - fm +1 


V ^ 2 +2/ 2 , 求原函数 t 

解将题设条件记为心 = Pdrr + Qdy , 则有 

dp 一 a n+m ' h2 /,— 1 、 a n+m fd 2 in 


由7 1 有 （In = 


3 Q 

dx 


r 一 


(1 皆-蘇(钥， 

十爪十 2 广 1\ 一 9 n+m f d 2 lnr \ 

\ T ) 一 dx n ^ y m 


， （In r %’ = 


因此全微分条件 6 = Qi 满足. 


利用与上述计算相同的方式可将尸， Q 改写为 

-04) = i [ a ^ r (- d2，n 


P = 


dx 2 


)] 


= 去[ 


dx ^ 




勺1， 


a n - 






7( 


a 2 In 


)] 


= 3 r 3 n ^ m ~ 2 (X 2 

- 3 y l dx n - l dy m ^ \ 
可见所求的原函数为 


3 T1 


^ r ( 


X 2 — 


) +c . 


r 4 


习题 4284 计算曲线积分 [ ( ’ ’ ^ xdx-\-y 2 dy - z 3 dz. 


□ 


解 记尸 = x，Q = y 2 , 只 =— 则有 

Py = Q ； = 0, Q ； = H ； = 0, K = K = 0, 

因此满足全微分条件 （8.9). 由于尸， g ， ii 的定义域可取为全空间，因此存在单值原函数. 
以下的曲线积分计算如习题4258那样可以用两种方法. 

方法一是通过原函数来计算被积表达 f 为全微分的第二型曲线积分.设!/ = 
u(x，y，z) 为原函数，则从 = x 得到 w =夸+ ^(y,z). 代入< = y 2 得到 < = 2 / 2 , 

因此有9 = ^),于是 w = | + f + rP(z). 再代入< =得到< =一 z 3 , 

因此有 ^(z) = - f + C •取 C = 0就得到一个原函数 
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啦2/，之)= - y - + 

于是即可求出所要求的积分为 

C xdx + y 2 dy - z 3 d 2 =(4 + - T -4) I ::::) 

= ( 2_ +) + ( 9 _ I } - I 64 - 3 = - 53 長. 

方法二是利用积分只与路径的起点和终点有关，而与路径的形状无关，选取适当的 
路径以简化计算.对本题可如下计算 ： 

[ (2 3， ~ 4) xdx-^y 2 dy-z 3 dz=( 广 : 1 ’ 1 ) + 广 3 ’” + 广 3 ’- 4 ) )rcdz + y 2 dy — z 3 d: 

=x dx + | 3 y 2 d?/ H- J ( 一 2 ： 3 ) dz = 一 53 長 . □ 

习题 4295 求当单位质暈从点移动到点从2(巧，2/ 2 ,2 2 )时，引力 
F =^- 对它所作的功，其中 r = ^ 2 + 2/ 2 +之 2 , G 为引力常数. 


k 


解写出力 f 的向量形式 

F =脊 * + 爭3 + 脊 

即可将所作的功表示为第二型曲线积分 

W= f -^-{xdxA-ydy + zdz), 

J Mi M2 ^ 

其中 MiM 2 代表从点到 M 2 的某条路径 • 

利用微分关系（参看 §6.2.2 的习题 3225) 

d (f-) 

可见前述积分的被积表达式为全微分，积分只与路径的起点和终点有关，且 已知 - f 
即是一个原函数，因此可计算如下： 


=一 


^■(xdx + ydy + zd2 )， 


W = -^-(xdx + ydy 4- 2d2) 

.Mi m 2 r 


=J: ■^■(xdx + ydy + zdz) =( - 爷 )| 
= G ( 


m 2 

Mi 


V x i + 2 /i + vAi + W + ^l 

注本题的力学意义是明 显的. 即是引力 f 的引力势.在力学中将作功与路 
径无关的力称为保守力，而对保守力可&入势函数（也可引入势能或位能等)，保守力从 
一点到另一点所作的功等于势函数在两点之差.引力即是一种保守力. 



§8.12 格林公式（习题 4296-4325 ) 


内容简介格林公式建立了曲线积分与二重积分之间的联系，是曲线积分理论的 
核心.前两个小节为其应用，第三小节为两型曲线积分的转换与格林公式的第二形式. 

8.12.1 格林公式的应用（习题 4296-4307, 4320.2-4322) 


习题4300应用格林公式计算曲线积分 

— cos?/ ) dx — (2 /一 sin 2/) dy ]， 

其中 C 1 为区域0彡 a : 彡 7 C , 0<2/彡 sinx 的边界，并且 
取正向. • 

解 1记积分为 /. 对于 P ( rr , y ) = e x (l - cosy ) 和 
y ) = - e*(y - siny ) 计算 

■^一 I = - e x ( 2 /- siny ) - e 1 siny 
又将闭路 C 包围的 R 域记为 D ， 于是根据格林公式有 



习题4300的附图 


= — e x y , 


- JJe ^ j/dx dy 


=一 


dx 


y^y 


0 


= 一 士厂 e 1 sin 2 x dx = +厂 e^cos 2 :c - 1) d:r 

= - +( e * - 1) + + . (cos 2 x + 2 sin 2 x ) 

=一^一1) + 去(，一1) = 一+(，一1).口 

解 2 不用格林公式可计算如下.先从被积表达式中分出 - COS 2/ ) dx * + 
e x sinydy . 由于它是全微分 d[#(l - COS j /) j , 因此在闭路 C 上的积分等于 0. 然后计算 

I = ~j>^e x ydy 




e x sin x cos xdx = 




sin 2 x dx 


=2 cos 2 x + sin 2 x ) ^ = — —-( e 71 —1). □ 


习题 4303 计算曲线积分 


ArrtO 


( e x sin y - my ) dx + ( e x cos y - m ) dy , 


其中 AmO 为由点 A ( a ,0) 至点 0(0,0) 的上半圆周 x 2 ^ y 2 = ax . 
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解 按照《习题集》的提示，如附图所示添加从0(0, 0) 到 
A(a ? 0) 的直线段，与题设的上半圆 AmO 形成取正向的闭路 C. 
又将它包围的区域记为 


对 P{x,y) = e x sint/ - my ^0 Q{x,y) = e x cosy - m 计算 
■一 = e x cosy - (e x cosy - m) = m. 

记所要求的积分为/，根据格林公式得到 


习题4303的附图 



^ (e x sin y - my) dx 4 - (e 1 cos y -m)dy 
=/ +1 (e x sin y — my) dx + (e x cosy — m)dy = Jjmdxdy = 



由于在直线段 04 上 2/ = 0, dy == 0,因此其积分等于 0, 从而就得到 J = 
注添加积分路径形成闭路是应用格林公式的重要技巧之一. 



习题 4305求两个二阶可微的连续函数 P(rr，2/) 和 Q{x y y ), 使得曲线积分 

I P{x + a, y + 々） da: + Q(x + o：，?/ + 沒） dy 

对于任何封闭线 C 都与常数 a 和0无关. 


解 由于可取任意（分段光滑的）闭路 （：， 冈此根据格林公式就知道对 P 具有分段 
光滑边界的任何 区域 D, 二重积分 

dx dy 

均与 a, 々无关，也就是有盖 = 0和 j^ = 0. 

对于坐标面 xO? /上的任何点 (x 0 ,2/o), 取以该点为中心而其边平行于坐标轴的正方 
形区域为相应的二重积分为/，则对/求关于 a 和0的偏导时可通过积分号求偏 


= IJ[ 


3 Q ( a : + a ，?/ + /?) 
dx 


3P(x + a ， y + /3) 1 
dy J 


导®.利用以点 ( x 0 ,y 0 ) 为中心的正方形的任意性，可见该表达式于 (x 0 ,yo) 处关于 a 和 

P 的偏导数均等于 0. 又利用点(%,2/ 0 )的任意性，可见处处成立有 

d [ 3Q (: r -f a,t/ + /3) 一 dP(x + a，y + /3) 1 


da I dx 

d dQ(x + a,y-h/ 3 ) 

w ^ 


. 

9 P(x + a ,2/ + /?) • 




= o . 


由于参数 a 和 0 只以 x + a 和 y +卢 的形式出现，因此对 a 和0求导与对 a : 和2/求导. 


或者对 a; + a 和?/ + 0求导都得到相同的结果.从而上述两个等式可改写成 


3 


dx 


dQ { x , y ) 

dx 


_ dPjx.y) d f dQ(x,y) 

而 j — u ，dy I dx 


dP ( x ^) 


由此可见，上述方括号内的表达式是个常数，即有 

3Q(x ， y) dP(x,y) 


dx 




= k . 



© 为此只要将二重积分写为二次积分后即可得到证明. 





将上式改写为 ® 
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d [ Q { x y y ) - kx ) 
dx 


dPjx.y) 


= o . 


由 §8.11.3 的全微分条件 (8.8) 即可知道存在函数 u ( rr ， 2 /)， 使得成立 


du 

dx 


p ， 夺 = Q - kx . 


反之可见这也是充分条件，即只要对任意的三阶连续可微函数 u { x , y ) 按照上述公式得 
到的 P ， Q 都合乎要求.这就得到了满足本题要求的所有解 •口 


习题4307 (高斯积分）计算 

xdy - ydx 
x 2 + y 2 

其中 C 为不经过來标原点的简单封闭围线，且取正向. 




解对于 P ( x , y ) = 


命和收，2/)= 


计算得到 


dQ _ dP _ „ ( x 2 + 2/ 2 ) - 2 x 2 — -( x 2 + y 2 ) +2 y 2 
dx dy ( x 2 + j / 2 ) 2 ( x 2 + y 2 ) 2 ’ 

因此若闭路 C 既不经过原点，也不包含原点为其内点，则积分 1 = 0 . 这可以从格林公 

式得到，也可以从 §8.11.3 的全微分条件 (8.8) 推出. 

对于闭路 C 包含原点为其内点的情况，由于厂 Q 在原点处没有定义，因此不能直 

接应用格林公式.这里需要新的方法. 

这就是对于闭路 C 内去掉原点后的非单连通区 

域，如附图所示，采用在 C 内挖去一个以原点为圆心的 

小圆.该小圆的边界 CV 的方程为: r 2 + y 2 = e 2 . 由于 

在 C 内部的原点到 （7 的距离大于0,只要取 e > 0充 

分小就可以使得岡也在 C 的内部. 

对圆 （7 e 取顺时针方向，将介于 C 和 G 之间的区 

域（即附图中的灰色区域）记为认，则其边界= 

CUC e , 且对于它们的指定取向而言，格林公式仍然成 

立，即成立 



习题4307的附图 


xdy — ydx 一 


=JK 砮 - 當 卜 ㈣ 


利用第二型曲线积分对于路径的可加性得到 

xdy — ydx _ f xdy — ydx 
x 2 + y 2 Jc x 2 + y 2 




①另一种方法是改写为 dQ (:， v) - alP — 得到等价的 条件， 即存在 U 满足= P + ky t 
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如前所述， c e 为顺时针方向.将它的反向曲线记为 c e ' 并利用第二型曲线积分对于反 

向路径的积分反号的性质，就可得到 

xdy — ydx — 


() 


=L ： x ^^ = Mc： xdy ^ ydx 


= 2兀， 


其中利用了 f & xdy - y d:r 即是 Q 所围的圆面积肛 2 的两倍.这最后一步计算也可以 
用的参数¥程表示 x = e cos ^ 1 / = e sin ^ (0 ^ ^ 2 n ) 直接进行如下： 

^2^ = J [ £ cos t - e cos t — e sin i. (—e sin t)] dt 

= J 2 cW = 2 兀， 

这里参数的递增方向与取逆时针方向的规定是一致的. 

综合以上知道，当 C 不包围原点时积分/ = 0,而当 C 包围原点时积分 7 = 2 n . □ 



注1如 §8.11.3 的习题4272的注中所说，若具备关于奇点的循环常数的概念（参 
见 [11] 第三卷的562小节)，则本题就变得非常简单.由于本题的被积表达式满足全微 
分的条件，而原点是的奇点，因此当闭路 (7 不围绕奇点时积分为0,而当 C 围绕奇 
点时，积分值就等于该奇点的循环常数 2 tt . 

注2在习题4303的注中己经指出，添加积分路径以形成闭路是应用格林公式的 
重要技巧之 一. 通过木题可以指出，对于区域中的奇点采用挖洞的方法是应用格林公式 
中的另一个重要技巧. 

注3本题有明显的儿何意义，参见 §8.13 的习题4329后的注 2. 


习题 4320.2 证明： 位于上半平面1/^0的简单封闭 
曲线 C 绕 Or 轴旋转而成的旋转体的体积为 

V = —7 C 



解如附图所示，记闭路 C 所围区域为 D ， 将它绕 Orr 
轴旋转所得的旋转体记为 fi ， 然后对公式右边的曲线积分用 
格林公式得到 

dx = 2 n ffycLrdy . 






习题 4320.2 的附图 


另一方面，体积 V 等于在空间区域 n 上恒等于1的函数的三重积分.对此积分作 
柱坐标代换 


x = u , y = v cos 0， z = v sin 0， 

则代换的雅可比行列 式等于 u, 而积分区域 fl 变成 （1^) e D， 0 < 0 < 2tc. 于是得到 

V = HI dx dy d 2 = J 2 d0 1| du dt; = 27C11 ?; d-u dv, 
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再将 At ; 换为: T ， 2/即得所求的公式 .口 

注1在 §4.7.3 中虽然当时还没有曲线积分工具，但己经在命题 4.15 中引入了旋转 
体的三个公式，其中之一就是本习题要求证的 公式. 为方便起见，将该节的公式 (4.17) 
按照曲线积分形式和本题的符号列出如下： 

V " = -n + y 2 dx 

= 2兀 + xy dy 

=y 2 xy dy - y 2 dx . 

注 2 本题的旋转体的体积计算也容易用古尔丹第二定理得到、见 §4.9 的习题 
2506及其在 §4.7 中的应用. 

习题4321若； f = arr + fry，F = cz + dy , 且 C 为包围坐标原点的简单封闭曲线 
(ad 一 be 弄0 )，计算 




XdY-YAX 

ir2 丄 


解记 △ = ad - 6 c . 利用一阶全微分的形式不变性，从被积表达式为 darctanf ， 
可见将的表达式代入被积表达式中后仍然是全 微分. （也可以通过计算直接验证 
全微分条件 (8.8) 成立 .） 由于在 △ # 0的条件下原点 0(0,0) 是唯一的奇点，根据格林 
公式，被积表达式围绕原点的简单封闭曲线上的积分相等（即循环常数 )• 仿照习题4307 
中的方法，在曲线 C 的内部取 e > 0充分小的封闭曲线 

{ax + by ) 2 + (cx + dy ) 2 = e 2 , 

并将其正向曲线记为则在将的表达式代入被积表达式的分子后就得到 

/= (ax + = ^^c. Xdy ~ VdX ' 

其右边最后一个曲线积分就是所围的面积的 两倍. 为计算这个积分可以利用代换 

X = ax + fey , Y = cx dy . 

这时易见有 D D ( xy ) = 一 = △， 因此得到 D ( X lV Y ) = i ■•将 & 包围的区域记 
为 D e , 则上述代4将 D e 变成 XOY 平面上的圆 X 2 + V 2 ^ e 2 . 于是有 

^ xdy — ydx = ^ dxdy 

=w If dXdY = lW- 

X 2 + y 2 ^ e 2 

综合以上计算即可得到 J = sgn △•口 

注计算椭圆 X 2 - hY 2 = e 2 的面积的另一个方法是利用 §4.5 的习题2406的结果 • 
为此只要写出方程 

(ax + by ) 2 + ( cx-h dy ) 2 = ( a 2 + (?) x 2 + 2( a 6 + cd)xy + (6 2 + d 2 ) y 2 = e 2 y 
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就可知道这个二次曲线为椭圆.按照习题2406的记号有 

乂 = a 2 + c 2 b = ab + oi q __ b 2 + d 2 


即可计算得到椭圆面积为 


VAC - B 1 |A| ' 


习题4322 若 X = ip ( x iy ), Y = 简单围线 C 包围坐标原点，而曲线 

2/) = 0和 伽, 2/) = 0在围线 C 以内有几个单交点，计算积分 



XdY-YdX 
X 2 + Y 2 


解（槪要）本题是习题4321的推广，以下只指出要点. 

(1) 对于函数和均假设满足连续可微的要求. 

(2) 可以利用一阶全微分的形式不变性或直接计算证明被积表达式为全微分 


(3) 单交点的条件表明在满足方程组 ipix , y ) = ^( x ,2/) = 0 的点（抑，2/ 0 )处，雅可比 

行贼 織料 

(4) 利用单交点条件可以推出方程组 ^ y ) = iP ( x , y ) = 0在曲线 C 所包围的区域 
内只有有限个零点. 


(5) 设 ( x 0 l y 0 ) 为上述零点之一，则根据数学分析教科书中的隐函数组或反函数组 


存在定理可知，当 e > 0充分小时，点集 {( x ^ y ) | < p 2 ( x , y )^ V { x . y ) = e 2 } 在点 ( x 0)2 / 0 ) 


的邻近定义了一条简单封闭曲线将其正向曲线记为 

(6) 对 C 所围区域内的有限个奇点均用充分小的上述 C 7 e 
包围，然后在挖去它们所围的部分后对所余的多连通区域（见 
附图的阴影区）上用格林公式，从而将积分计算变成有限个 
闭路 C e 上的积分计算.对每个积分可以用代换 u = 
v = #( a :，2/) 作计算 .口 



习题 4322 的附图 


8.12.2 面积计算（习题 4308-4320.1) 

习题 4308-4319 都是平面图形的面积计算，其中所用的面积计算公式为格林公式的 
推论： 

=- ydx . (8.10) 

若平面图形的边界曲线用参数 a : = x [ t),y = y ( t ) (0 ^ t ^ T ) 表出，则上述公式就 
转化为 §4.5 中的公式 （4.14) (见命题 4.14). 因此木节的这部分的习题与 §4.5 的习题 
2413-2430 的性质是相似的，有几个习题是重复的. 

习题 4310 利用曲线积分计算由轴 Ox 与 [X + y ) 2 = ax (a > 0) (抛物线）所围的 

面积. 

① 可由参数方程 a : = x ( t) y y = y ( t ) (a ^ t 4： 0) 表示的 曲线， 若 a : ⑷， y ( t ) 连续，除了 x ( a ) = x (0), 
y («) = y ( P ) 之外无自交点，则称为简单封闭曲线，简称单闭曲线. 


5=() xdy 
% 


=一 


o 
• 1 


ydx 






解 1 令 2 / = b 引入参数 t , 代入方程得到 
r 二 a _ at _ 

(1 + 幻 2 ’ V (1 + o 2 • 

在附图中作出曲线的图像，可见参数（的范围为从0递增趋 
于 + OG 时描出上述抛物线段.所要求面积的区域的另一段边 
界是在 Oz 轴上的直线段0彡 x < a . 由于2/ = 0和 dy = 0, 
在此直线段上的积分在公式 (8.10) 中为0,因此在用该公式计 
算面积时只需要对于抛物线段求积.如 §4.5 中所指出，这时只 
要对 X 2 ⑴积分 即可： 



习题4310的附图 


S = ^^xdy -ydx = 音【 x 2 ( t ) At 


_ ai r +o ° d 亡 _ ^ 1 + °° _ 丄 "2 n 

— 2 J 0 (1+t) 4 2 3(1 + 0 3 ] 。 _ 6 . 

更简单的方法是由抛物线方程解得 y = V ^- x y 然后直接积分得到 


解2 


一 


ir=i 


5 = | (y/ax — x)dx = \/a - -|-a 2 — ya 2 = -^-a 2 . 


习题 4311 利用曲线积分计算由曲线 x 3 + y 3 = 3 axy (a > 0) (笛卡儿叶形线）所 
围的面积. 

解笛卡儿叶形线的图像见第一册附录一的习题 370.1( b ) 和附录二的习题1541, 

对于该曲线的分析见 §1.4.4 和 §2.12.3 中对于该两题的解. 

♦ y = tx 以引入参数则得到参数方程 

3 at 3 at 2 

x ~ 1 + < 3 ，卜 W 

从对于该曲线的分析知道，当参数 i 从0递增趋于 +OC 时得到本题的叶形线.将它记为 
C . 则所围面积为 


S = - 2 /dx = - i - 


( t)dt 


注求叶形线的面积也出现在《习题集》的 §4.5 的习题2426中，只是该题要求用 
极坐标作计算.当然用极坐标表示曲线也是一种参数化方法. 

习题4313利用曲线积分计算由曲线 x 3 + y 3 = x 2 + y 2 及坐标轴所围的面积. 


=¥(- i ^) ir =¥- 


t ( i +内 


解用 y = h 引入参数方程 

X — 1 + 亡 3 ， V — 1 + P ， 

并由该曲线的图像（见 §8.2 的习题3992的附图）可见参数纟的范围为从0递增趋于 
+ oo . 所围区域在坐标轴上有两个直线段边界.在它们上的积分于公式 （8.10) 中均为0, 
因此就有 
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. 1 (1 +内 2 # 

5= 2 j 0 

利用贝塔函数的无限区间积分形式（见 §7.4 的 (7.18)) 

(l + u ) 1 ^ dU ' 

将5的积分中的被积函数的分子展开，并作代换 P = U , 就有 


1 f+°° 1 + 2 P + 

""2 Jo (1 + 卢 ) 


l 4-2^ + tl dt= 1 


2^ ± _2^ 
00 (1 + 2tx 3 十 w 3 )w 3 


du 


6 Jo (1+w) 2 

=i K 如 I)+ 2 B( 1 ， ”+ B (l’ i)] = i + ( 音， i) 

1,1 r (i) r (i) i 


■ 3 ^ y * 


r ( 2 ) 


=+ + 


2 




sin 


=+ + 


: i + i*l r (f) r (i) 

4 兀 


~3 


9 V 3 


□ 


在以下的习题 4314-4317 中，曲线方程分别为 
4314: (x + y ) n+m+1 = ax n y m (a > 0 ，n > 0, m 〉0)， 


4315: (-j) n + (|~) n=: 1 (a>0,5>0,n>0), 

■ ( i ) n + m n =( 吾广+⑴"、…*〉 1 )， 

—(含 r + ar =<胥 mr («>。， ㈣ ， ⑼，…)， 

其中所要求的区域面积应限制为第一象限部分的面积问，具体计算不难，从略. 


习题4318 —半径为 r 的圆周沿半径为 / i 的固定圆周外部滚动而无滑动，动圆周 
上的一点所描绘的曲线称为外摆线（或外旋轮线). 

假定比值 夸 = n 是整数 （n > 1)，求外摆线所围的面积. 

研究特殊情 7 况 r = (心脏线). 


解如附图所示， O 是半径为 ii 的固定圆周的 
圆心， C 是半径为 r 的动圆周的圆心，设动圆周的起 
始位置是 C 在 Ox 轴上的点 （《 + r ，0) 处，这时动圆 
周上的点 M 与固定圆周上的点 A ( R ，0) 重合.将两个 
圆周相切的点记为 T ， 将 ZXOT 取为参数 L 问题是 
求点 M 的坐标 （ x ⑴， 2/ W ). 在附图中作出了外摆线 
从 A 到 M (: r ⑺， y ( t )) 的一段弧. 

记 ZTCM = t f , 则由于题设动圆周没有滑动，因 
此固定圆周上的弧 P 的长度与动圆周上的弧 
的长度相等，即有炤=于是得到 f 




圆心 C 的坐标为 （( i ? + r ) cos <， （ i ? + r ) sin t ). 又过点 C 和 M 作两条竖直的虚线， 
将它们与半径 CM 的夹角记为 t 〃， 则有 

t 7 ’ = t’ 一 一 亡) = t + 〆 一号 = ^^一 I. 

于是即可确定点 M 的坐标为 

x ( t ) = (R -f r ) cost + rsin ( — = (it + r ) cos t — r cos ( F 广工彳 )， 


y ( t ) = {R + r)smt - r cos ~ y ) = ( i ? + 0 sin t 


一 rsin O r -t). 


当 f = n 为正整数时，即得到封闭的外摆线.在附图2中作出了 n = 1和 n = 2 
的外摆线\分别称为心脏线和肾脏线.其中还画出了动圆周的6个位置，它们与参数 f 的 


6 个等间距点相对应，并标出起始位置为 （丑,0) 的点 M 在旋转时于动圆周上的位置. 



习题4318的附图2 

当 A = n 时的封闭外摆线的面积可用上述方程计算 如下: 


S = - ydx 



对于 _R = r 的特殊情况，即 n = 1，因此就得到心脏线包围的面积 S = 6; ir 2 . □ 

注在 fi = r 时的心脏线的参数方程为 

x = 2 r cos t — r cos 2^ y = 2 rsint — r sin 2(， 

它的图像与常用的极坐标方程 r = a(l -f- cos ⑷的图像相同，只是所用的参数和位罝有 
不同，后者的图像见于第一册附录一的习题 371.1(e) 和附录二的习题 1546(b). 按照极 
坐标方程计算心脏线的面积见？《习题集》的习题 2419( 参见 §4.9 的习题2512的解). 


习题4319 一个半径为 r 的圆周沿半径为 ii 的固定圆周内部滚动而无滑动时，动 
圆周上的一点所描绘的曲线称为内摆线. 

假定比值 f = n 是整数 （n > 2)，求内摆线所围的面积. 

研究特殊情况 r = f (星形线). 

提示 与外摆线的习题4318类似，从几何上求出曲线的参数方程后求积即可.在 
附图中作出了 n = 2,3,4的三种内摆线的图像 . n = 2 时的内摆线为固定圆周的一个直 
径.这个结果称为哥白尼定理 . n = 3 时的内摆线有三个尖点，称为施泰纳曲线. n = 4 
时即得到星形线.内摆线所围面积为5 = nr 2 ( n 2 -3 n + 2)( n ^2). □ 
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习题 4319 的附图 


习题 4320.1 求圆柱面 x 2 + y 2 = ax 被球面 x 2 + y 2 ^ z 2 = a 2 所截部分的面积. 


解1用 §8.4 的曲面面积计算方法可求解如下.利用对称性，只需计算维维亚尼体 
在第一卦限的侧面积⑦.将它投影到坐标面 xOz ±,得到区域= {{ x , z ) I 0 < x 彡 
a , 0 < 2 ^ y / a 2 - ax }. 以 x,2 为自变最， y 为因变 M , 则有 2 / = y/ax - x 2 . 


由24 = 


-2x 


2/；=0,得到曲面的面积元为 


2 \/ax — 

dS = + y^dxdy = 

于是即可求得曲面面积为 

dx 


2 y/ax — x 1 


S=4 J] 


2 \/ax 一 x 2 


dxdz = 2a r^L 

• o y/ax — x 2 


dx dy , 


且 


dz = 2 a "2 ( a ^ = 4 a 2 . □ 

Jo y/x 


解 2 利用对称性可将所求面积表示为第一型曲线积分 

5 = 2^ zds , 

其中 C 1 为坐标面 xO ^ /上的圆周 x 2 + y 2 = ax , z = y / a 2 - x 2 - y 2 
用极坐标可将 C 表示为 r = acosfl , 于是弧长元素为 


ds = Vdr 2 + r 2 d 9 2 = + r 2 d 9 = a d 6. 

然后用 x = r cos 6 = a cos 2 9, y = rsind = a sin 0 cos 9 即可得到 2 = acosfl , 而积分为 


5 = 2 a 2 


JL 


cos ^ d ^ = 4 a 2 . □ 


注本题是曲面面积计算，放在标题为格林公式的这一节似乎不妥.若在解2中将 
第一型曲线积分转化为第二型曲线积分后再用格林公式，则计算也不便捷. 


8.12.3 两型曲线积分的转换与格林公式的第二形式（习题4323- 
4325) 

格林公式的常见形式为（相对于下面的第二形式可将它称为第一形式） 

①参见 §4.7.2 的习题2466及其附图，其中计算了维维亚尼体的体积. §8.3 的习题4016计算了球体中挖 
去两个维维亚尼体后所余的体积. §8.4.1 的习题4040计算了维维亚尼体的曲顶和曲底的面积. 



hPd ^ + Qdy = I [(醬 -聲) dxdy ， 

D 

它建立了第二型曲线积分与二重积分的联系.然而在本小节的习题和今后的许多重要 
应用中，往往更需要建立第一型曲线积分与二重积分的联系.为此在本小节先讨论两型 
曲线积分的转换，然后给出格林公式的第二形式，它在本书以下的许多问题中有用. 

在封闭曲线上的第一型曲线积分中往往会出现 
曲线的切向量和外法向量.记曲线 C 所围区域为 D . 
t 与 n 分别是曲线 C 上的点 ( x , 2 /) 处的正方向的单 
位切向量和单位外法向量，则如附图所示，在曲线 C 
取正向时，由于在每一个点 ( x t y ) eC 的邻近，区域 
D 总是处于切向量 f 的左侧，因此指向 D 的外侧的 
外法向量 n 必在 t 的右侧. 

于是将切向量 t 按照顺时针方向旋转90°就得到 
外法向 S n . 若记 a 为切 向量 f 的方位角，则有 封闭围线的切向量与外法向量 

t = (cos a, sin a), 

( -X f -x (8.11) 

n = (cos (a - y j t sin (a - yl) = (sin a, —cos a). 

若以曲线 C 上的某个点沿正向起算的弧长 s 为参数，曲线 C 7 的参数方程为 z = x ( s \ 
y = y { s ) ) 则从弧长微分 ds = sjdx 2 + dy ^ = Ax = Vl 4 - tan 2 a dx 可见有 

-^= cosa . 又从 < = 得到 •^■= S ina . 于是可将 （8.11) 写为 

由此就可导出格林公式的第二形式，它建立了第一型曲线积分与二重积分之间的 
联系.为今后引用方便将它列为下列命题. 

命题 8.6 (格林公式的第二形式）格林公式与下列公式 等价： 

(^) [P cos(n, x)+Q cos(n, y)) ds = JJ + 

其中 C = dD ， n 为指向 D 的外側的单位法向量 .& 


D dxd 仏 


(8.13) 



证为从格林公式推出 (8.13), 可用 (8.12) 将其左边积分的被积表达式改写 如下: 

[P cos ( n ， x ) -h Q cos ( n , y )] ds = Pdy — Qdx y 

然后应用格林公式（的常见形式）即可得到 （8.13). 

另一方面，利用 (8.12) 又可以从 (8.13) 推出格林公式的常见 形式： 


j c P dx + Q dy= j c ^^Q^) d s 


[一 Pcos(n,2/) -f Qcos(n,x)] ds = || 如办 . □ 
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习题 4323 证 明：若 C 为封闭围线， I 为任意方向，则 

^ cos ( Z . n ) ds = 0, 

式中 n 为围线 C 的外法向 M . 

解1将 C 的正向单位切向量记为 t = (cos sin a ), 又将 Z 方向的单位向 S 记为 
{ IxJy ), 则由 (8.11) 即有 


由 （8.12) 有 


cos (/, n ) = l x sin a — l y cos a . 
dx = cos a ds , dy = sin a ds , 


因此就可以用格林公式计算得到 

+ cos ( i , n ) ds =^) { l x sin a — l y cos a ) ds = ^) l x dy — l y dx 
c 

D 

这里最后利用了方向 f 为固定的常向量，因此1和\都是常数 .口 
解2直接用格林公式的第二形式 (8.13), 即有 

(|) cos ( i , n ) ds = ^) [ l x cos ( n , x ) - f - l y cos ( n , y )] ds 

=n(f- + f-)^=° - ° 

D 

注从场论的角度看，本题可解释为在不可压缩流体平面流动中，流速为常向跫 i 
的流体通过任何封闭围线的流暈为 0. 


习题 4324 求积分 


=+ [x cos ( n , x ) + 2 / cos ( n , y )] ds 


之值，式中 C 是有界区域 S 的边界，它是简单封闭曲线，而 n 是它的外法向量. 

解1设 n 为曲线的单位长度的外法向量， t 为 C 的单位长度的正向切向里，则 
从 (8.11) 即可计算如下： 

/ [ xcos ( t , y ) — ycos ( t , x )]ds =(^^xdy — ydx = 2|5|, 

即区域 S 的面积13的两倍 .口 

解2直接用格林公式的第二形式（8.13)，就得到 

/ =^) [x cos ( n , x ) 4- t / cos ( n , y)j ds = || 2 dx dy = 2\ S \. 


□ 
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习题4328采用极坐标 p 和^计算单层对数势 

/i = T cos rmp In 丄 d # 和 Z2 = 「 sin In 





式中 r 为点 （ p , W 与动点 (1肩 之间的距离， m 为正整数. 


提示可利用 §5.6.1 的习题2969和2970中的函数的傅里叶级数展开式以逐项求 
积. □ 


习题4329 (高斯积分）计算积分 

U ( I ， y ) = ds . 

式中 r * = — 1)2 + 0- y )2 为向量 r 的长度，此向置连接点 A ( x y y ) 和简单封闭光 

滑围线 C 上的动点 M (《， t7 ), ( r ， n ) 为向量 r 与曲线 C 在点 M 的外法向量 n 之间的夹 
角. 


解写出 r = K-rr ， 7 ； — y )， 则就有 

V) = ^ c cos(n 乂 ) + V ; 2 y cos(n,7/)] ds . 

以下分几种情况. 


⑴点 A ( x )V ) 在围线 C 之外.即 C 所围区域为用格林公式的第二形式 (8.13) 
于上式右边即可得到 

由计算得到 

杳 (-^) = jr ~ - > - ■^ t £ ' = + (^ i - y )% 

斋閉 + ^ ••士爿例 2 + ( 卜讷， 

可见 u ( x , y ) = 0. 

(2) 点 A ( X ) y ) 在围线 C 的内部.采用 §8.12.1 的习题4307中的挖洞法，取 e > 0充 
分小，使得以 ( x , y ) 为圆心以 e >0 为半径的圆 C e 落在 C 的内部，并取的方向为顺 
时针 方向. 又将其反向的圆周记为在区域 D 挖去 C 7 e 的内部所余区域上用格林公 
式的第二形式，则所得的二重积分为0,因此有 

6 ^^ds=S> d S = 0 . 

TcuCc r Jc r Tc e r 

于是得到 

u ( x , y )= j c - E 2£( pl ds . 

由于当 {L C : 时 r 与该点的外法向 fin 同方向，因此 cos ( r ， n ) = 1. 又因这时 
r = e ， 因此就得到 

u { x , y ) = d5= = 2k - 




§8.13 曲线积分在物理学上的应用（习題432& *4340) 


(3) 点 A ( x iV ) 在围线 C 上.这时被积函数 CQS( ^ n) - 
于点 A 邻近无界，定义的第一型曲线积分是在 7 广义 
积分的极限意义上来定义的. 

由于 C 为光滑曲线，在点 A 处有切线（在附图中用虚 
直线表示).以点4为圆心，用充分小的 e >0 为半径作处 
于区域 D 内的圆弧，与围线 C 交于点和 A 2 , 使得在 C 

上从皋到4再到七的顺序与 C 的正向一致. 

现在将上述半径为 s >0 R / AA 1 m A 2 的圆弧记为 C e , 且将其反向弧记为，又 

将围线 c 上从沿正方向到山的一段弧记为 c - a 7 a 2 . 然后如附图所示，对于由 
c - 与 c e 围成的灰色区域可以如情况 （ 1 ) 和 （ 2 ) 那样用格林公式，即可得到 

f = 

JC - A1A2 r JCe r 

这样就得到 

[= 丄卜 • 

) c - a , a 2 r Jc ； r ^ Jc ； 

最后令 e - K )， 这时上式左边的弧:收缩为点态 W 此就得到 u ( a :, y ), 而右边的积分 
值趋于以 e 为半径的半个圆周的长度，因此其极限等于 7 C . 口 

注1在情况 （3) 中曲线 C 的光滑性条件起了关键作用.在 [32 j 的例题 24.3.2 中对 
C 只假设分段光滑，并讨论了当点>1在围线 C 上且分别具有两个单侧切线的情况.计 
算表明这时的 u ( x )V ) = 0，其中0是角 ZA ： AA 2 当 e — 0时的极限，即从点>1向两侧 
引出的切线之间的夹角. 

注2利用公式 （8.11) 或 (8.12) 可将高斯积分用第二型曲线积分写出，则得到 

u(x,y)=^ dry - d$, 

可见这与 §8.12.1 的习题4307相似.由于这时的原函数即是 Arctan |^, 因此髙斯积 
分有明显的几何意义.设想眼睛处于点 /( a :， y ) 的位罝 去看封闭曲线 cl 的动点 （$//). 
若点在 (7 之外，则当动点沿曲线 C 正向一周时，视角的总增暈为0,而当点 
A ( x , y ) 于 (7 之内时，则视角的总增量为 2 tc . 对于点 A ( Xi y ) 在曲线 C 7 上的情况，则当曲 
线在该点光滑时视角的总增量为 7 C . 注1所补充的情况也有明显的几何意义. 

习题4331满足 e |^ + |^ = 0的二阶可微函数 u = u ( x , y ) 称为调和函 
数. 证明： 当且仅当以下条件成立时 iz 才是调和 函数： 

f c l^ ds = 0 ' 

式中 C 为任意封闭围线，为沿此围线之外法线方向的导数. 

解本题的条件需要加强： （1) 对函数 lx = u ( x , y ) 要求二阶连续可微，（2> 对任意 
的封闭围线 C 7 要求它至少分段光滑. 
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利用方向导数的计算公式有 

|^ = |^ cos ( n , x ) + -|. cos ( n , y ), 

然后即可用格林公式的第二形式 (8.13) 得到 


() d 5 =(|) cos ( n , x ) + cos ( n , y)j ds = || Audx dy . 


(8.14) 


由此公式可见，若 u 为调和函数，则对于任意的封闭围线 C , 左边的积分总是等于0.反 
之，若在某个点处 Au - O , 则作围绕该点的充分小的围线，就会导致在此围线上的积分 
不等于0 .口 


注 （8.14) 是研究调和函数时的常用公式之 一. 对三维情况的类似公式见 §8.16 的 
习题4393的公式 （ a ). 


习题 4332 证明： 

II [(f) 2 -(f )1 

式中光滑围线 S C 是有界区域 S 的边界. 



ds, 


提示对右边第二项如习题4331那样用格林公式的第二形式 （8.13) 即可 .口 

注此题所要证明的公式是格 林第一 恒等式（也称为格林第一公式）的特例.为方 
便起见，将该恒等式列出 如下： 

I [(普 I 4 ■普當) da:dy= - 1 卜 ud _+H ^ ds ， (8 - 15) 

g s 

可见取 v = u 时就得到习题4332的结果，而取 I ；三1就得到公式 (8.14). 其证明留作一 
个练习题.对三维情况的类似公式见 §8.16 的习题4393的公式⑼和 （8.28). 


习题 4333 证明： 若一函数在有界区域 S 内及其边界 C 上为调和函数，则此函数 
单值地由它在边界 C 上的值确定. 


提示用习题4332提供的公式即可.这里补充指出，本题表明在有界区域 S 的边 
界上给定 u 的值后，在 S 内满足拉普拉斯方程 Au = 0的解必定是唯一的 .口 


习题 4334 证明平面上的格林第二恒等式（也称为格林第二公 式): 


Au At ; 

dxdy =<p 

du 

dn 

dv 

U V 

Jc 

u 

V 



ds , 


式中光滑围线 C 是有界区域 S 的边界， | 为沿 C 的外法线方向的导数. 


(8.16) 


提示至少有两个证明方法. （1) 写出格林第一恒等式，又将其中的对换，两式 
相减即得. 

(2) 对本题的右边用格林公式的第二形式即得 .口 



习题 4335利用格林第二恒等式 证明： 若 = 是有界闭区域 S 内的调和函 

数，则 

式中 C 为区域 S 的边界， n 为围线 C 的外法向 S ， 为区域 S 的内点， 

r = \/(卜工) 2 + (”- 2/)2 

为点 Or ，2/) 与围线 C 上的动点 (^) 之间的距离. 

解由 §6.2.4 的习题3307知道 In ^•在 S 内除了奇点 { x , y ) 之外为调和函数（参见 
习题4327的 解). 为克服奇点带来的问题，采用前面已多次使用过的挖洞方法. 

取£>0充分小，使得以 （ a :，2/) 为圆心和以 e 为半径的圆落在区域 S 的内部.将该 
圆周取顺时针方向记为又将其反向圆周记为 C e ' 然后在区域 S 挖去以 C e 为边界 
的圆后的区域上对于 tx 和 t ; = In | 用格林第二恒等式，这时 (8.16) 的左边为0,而右边 
是在 C 和上的积分之和.利用在上的积分与在 （7 e 上的积分相反，因此就得到 

去乜 ( u t _ lnr ^) da = 士 f c : ( ui ^- ,nr ^) ds - 

余下的问题只是对于右边积分的简单计算. ^ 

由于在 C ； 上 lnr = lnq 应用习题4331就知道上式右边括号内的第二项的积分等 
于 0 •又从 = +备，而在圆周上的外法线方向与从圆心出发的矢径方向一致， 

隱备= 1. 托就可 i 情翻 

ifc ； ( U ^~ lnr ^) d3== 士 L u ( M) ds 

= 乜(工 + ecos 0， y + esin 0) d 0. 

最后令 e 0,利用含参变量常义积分的连续性，此极限可以通过积分号，于是就得到极 
限值为 口 

注上述证明的最后一步也可以用下一题的平均值定理得到. 

习题 4336 (平均值定理） 证明对于调和函数 u ( M ) = u ( x ， y ) 有 

U(M)= 

其中 C 是以点 M 为圆心以为半径的圆周. 

解由题意可见，若将 R >0 变小，则结论仍然成立.因此只需要证明函数 

/(r)= 2^f Cr U ^^ ds 

在 r e (0, fl ] 上恒等于 u ( M ) 即可，其中围线 C r 是以点 M 为圆心以 r 为半径的圆周. 

将 G 参数化为 

( = x + T cos 9, 7] = y + rsin ^， 

则就有 ds = rd 0, 于是得到 
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r ( r ) = 



u(x + r cos 0， + r sin 0) d0. 
, o 


利用含参变量的常义积分的性质（参见§7.1)，可见 J(r) 在 r € [0, /i] 上连续，在 （0, fi) 
上可导，并可在积分号下求导得到 

I \ r ) = j 2 * ( u ^ cos 0 4- njj sin 0) dd . 

由于在圆周 CV 上单位外法向景就是 （c OS 0，siri0)， 因此上式右边括号内就是方向导数 
于是可以将上式右边的积分改写为第一型曲线积分并得到 

ds = 0 ， 

其中最后一步利用 it 为调和函数以及习题4331的结论. 


由此可见 J(r) 在 [0, 闵上是常值函数，从而得到 I ( R ) = 1(0) = u { M ). □ 


注1利用习题4335的结论也可给出本题的平均值定理的一个证明.为此只要在 
该题中取 C 为以点 M ( x y y ) 为圆心以 fl 为半径的逆时针方向的圆周，并利用习题4331 
的结论即可计算得到. 


注2平均值定理之逆也正确.换言之，若函数 u(rr，j/) 在区域 *5 上连续，且在区域 
内的任何一个圆的圆心处的值等于它在圆周上的值的平均值，则 u ( x y y ) 为调和函数. 
这有多种证明方法，例如见 [211 的例200之 2). 


习题4337 (极大值原理）证明：有界闭区域内的非常数调和函数在此区 
域的内点处不能达到其最大值和最小值. 


解不妨只对鏺大值作出证明.设非常数的 u(:r， y ) 于有界闭区域 S 上为凋和函数. 

利用有界闭区域 t 的连续函数的最值定理，存在 A/= max u { x , y ). 

(* ， y)es 


用反证法.设于区域 S 的某个内点 PoOrojo) 处有 
u ( P 0 ) = M, 则因 J 不是常值函数，存在点 P ^ xuy ,) € 
S， 使得 u(A)<M. 由闭区域为开区域的闭包的定义可 
知，不妨设点尸 i 也是 S 的内点. 

如附图所示，在区域 S 内作连接点 Po 和尸 i 的一条 
连续曲线 r， 要求其上的所有点都是区域5的内点，其参 
数方程为 

T :x = x(t),y = y(t)， 0 ^ t ^ T t 



且有 rc 0 = x (0 ) y y 0 = j/(0), xi = x ( T ), y x = y { T ). 

考虑函数 u ( x y y ) 在曲线 r 上的取值.因 u { P 0 ) = M 是 tx(rr，y) 在 S 上的最大值，令 


r = 


t€[o ， r] 


{ti(x ⑷， y(t ))}， 


则有 0 彡 f < T \ 将参数 C 对应的点记为 P(x(0,y (0). 由于尸*是 S 的内点，存在 
以 P 为圆心以 s >0 为半径的充分小的圆周 C e ， 它完全落在区域 S 内. 


这时圆周与曲线段 
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至少有—个交点将它记为/>'，则 u { P f ) < M . 

由 u ( x , y ) 的连续性可见，在圆周上邻近点尸 ' 的一段圆弧上，不等式 u { x y y ) < 
M 成立.由此可见有下列不等式 成立： 

2 ^-^ u ( x , y)ds < M . 

可是根据平均值定理，左边的积 i 应当等于调和函数 tx ( x , y ) 在圆心处的值 
u ( x ( n , y ( n ). 而根据点 P 的定义，这个值等于 M , 引出矛盾 .口 

习题4338证明黎曼 公式： 

|| M ^ ] d,dy=^Pdx + Qd y , 

s 

式中 

LM = 翁 + a ^+ 6 骛+ ⑶， 剛 = 翁-，省 十⑶ 

( a , 6, c 为常数)，尸和 Q 为某些确定的函数，围线 C 是有界区域 S 的边界. 

提示设法将左边的被积函数凑成 碧-皆， 然后用格林公式.（还可看出满足 
这个要求的 P ， Q 不是唯一的 .）□ $ ^ 

注木题的黎曼公式是偏微分方程中求解一类双曲线方程的黎曼方法的基础. 


习题4339设 u = u ( x , y ) 和 z ; = v { x , y ) 为定常流的速度分量， C 为有界区域 S 的 
边界，求区域 S 内的流体质馕的变化率.若流体是不可压缩的，且在区域 S 内没有源与 
汇，则函数 u 和 t ; 满足怎样的方程？ 


解对于定常流来说，在点 ( x , y ) 处的流体速度和密度都与时间《无关.记密度为 
p = p ( x , y ) y 速度向章为 

w = u ( x 1 y ) i ^ v ( x , y ) j , 

则通过曲线 C 的弧长元素 ds 在单位时间内流出区域 S 的流体质量为 


pw • nds = p ( x , y )[ u ( x , y ) cos ( n , x ) - f - v ( x , y ) cos ( n , y )] ds . 

将上式求和（也就是求积）并应用格林公式的第二形式 (8.13), 即可得到区域 S 内的流 
体质暈的变化率为 


C ) 

C 


pw nds = ^ p ( x , y )[ u { x , y ) cos ( n , x ) -f v ( x , y ) cos ( n , y )] ds 


=in 


d ( pu ) , d ( pv ) 


dx 


dy 


j dx dy . 


在流体不可压缩时，在区域 S 内没有源与汇的条件表明通过边界 C 流入 S 和流出 


S 的流体体积相等，即流体体积的变化率为 0. 这样就可与上面的推导类似地得到 

f c ^* nds= n(fe + $) dxd2/= ° - 

S 
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由于这对任何围线 C 7 包围的区域 S 都成立，因此速度向量议的分量 w 和必须满足的 
微分方程为 

要+要=0 •口 

ox &y 

注由于在流体力学中的不可压缩流体有均匀与非均匀两类，因此我们是从体积 
守恒原理导出上述微分方 程的. 这与后面 §8.17.4 的习题4451的注一致（参见 [33] 的 
§14.4 的应用例子2〉. 

习题4340根据毕奥-萨瓦尔定律，通过导线微元 ds 的电流 i 在空间的点 M ( x , y , 4 
处所对应的磁场强度为 

dH = ki J^ds_ y 

其中 r 为连接导线微元 cU 与点 M 的向最， fc 为比例系数. 

对于封闭导线 C 的情形， 求点 M 的磁场强度 ff 的投影义，和凡. 


解按题意即是计算环路电流在空间的点 M 处所生成的磁场强度.记曲线 C h 的 


动点为 (^^0, 则可先计算出向置 


dH = 



3 

v-y 

drj 


k 

C 一 2 
dC 


= ^ {Kv - 2/) d c - (C - z ) dT]]i 4- KC - z ) dC - (C - x ) d (:] j 


+ [(C-x)d^-(77-y)de]fc}, 

然后按照三个分量分别积分就得到所求的磁场强度 if 的三个分量为 

ff x = kij c (” 二讽 

if v = kij ] ( C - ⑽ >- x)dC 
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§8.14 曲面积分（习题4341- 4366) 

内容筒介 本节的习题分为三个小节.前两个小节是第一型曲面积分的计算和应 
用，第三小节则是按照定义对第二型曲面积分的计算. 


8.14.1 第一型曲面积分（习题 4341-4351) 

第一型曲面积分的形式为它与 §8.11.1 的第一型曲线积分有许多 

相似 之处. 另一方面，第一型曲^积分的积分元就是 §8.4 的曲面面积元 dS , 当被积函数 
/恒等于1时就是曲面 S 的面积，因此在计算方法方面与 §8.4 的曲面面积计算相类似， 
即首先要取定曲面的表示方法，并由此求出 dS . 这样就可以将第一型曲面积分转化为 
二重积分求积. 


习题4341若 S 为球面 a : 2 + y 2 +2 2 = a 2 ，/^ 其内接八面体的表面 larl + M + bh 
a , 则两个积分 


相差多少? 


h =( S )( x 2 + y 2 ^ z 2 ) dS } 
• ^ 



+ 2 / 2 + z 2 ) dP 


解对于积分 A ，用球面坐标 

x = a sin cos 0, y = a sin sin z = acos ^, 

则 *5 就是 V x2 4- 2/ 2 -f 2 2 = a , 积分元为 cLSsdsinpdpcW ， 这样即可计算得到 

/i = J 2 d 9^ a 4 sin ipdip = 4 rca 4 . 

对于积分 J 2 , 利用对称性，只需计算第一卦限中的部分再乘以 8. 这时方程为 
因此面积元为 

cLS = yj 1+ -{- dx dy = y /3 dxdy } 

于是即可计算得到 

h = 8v ^ j o d C *[ x2 + 2 / 2 + (a - x - y ) 2 } dy 

= 8 v /3 a 4 £ J : -％ 2 + n 2 + (1 — C 一 r ?) 2 】 dry 

= 8 V 3 a 4 f ( 一 + 3《 2 — + 4) 屯 = 2 v ^ a 4 . 

于是得到两者之差为 0 

，i 一 ，2 = 47 Ca 4 - 2 v /3 a 4 « 9.102 a 4 . □ 

习题 4342 计算式中 S 为曲面 x 2 z 2 = 2 az (a > 0) 被曲面 2 = 
^/^^所割下的部分. 
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解曲面 S 是柱面 x 2 + (^-a) 2 = a 2 被锥面2 所割下的部分，它处于 

柱面的上半部分，因此可解得 

z = z(x, y) = a + y/a 2 — x 2 . 

以 rr，^ /为 自变摄，求出 4 = -一 , , < = 0,即可计算得到曲面面积元为 

va 2 一 x 2 

d5= yj\+z f ^ + z^dxdy= dx dy. 

将2 = z(x iy ) 代入锥面方程 y 2 = z 2 -x 2 中消去 2 ,就得到曲面 S 的边界在坐标面 
rrOi /上的投影曲线为 

j/ 2 = 2 (a 2 一 x 2 ) + 2ay/a 2 — X 2 . 

利用对称性，只需在第一象限中的区域（参见附图） 

D = {(x,y) y(x) = ^2(« 2 — : r 2 ) + 2a\/a 2 -x 2 } 


h 积分再乘以4即可. 

以下先将第一型曲面积分转化为二重 积分: 


zdS = 4a - 
= 如 2 n 


+ ya 2 - x 2 
y/cL 2 — X 1 

dx dy 


dxdy 


— x 2 


4a 


jj 


dx dy. 


9 / 


将上式右边的两项记为 A 和 J 2 , 先 it 算 A 如下. 

7i = 4a ii -^=^ =4 ° 2 L 



= 4a 2 


y 2(a 2 — x 2 ) 4- 2 ay / a 2 — x : 


\ fa ? — x 1 


dx (作代换 x = x/a 2 - t 2 ) 


= 4v^a 2 £ = 4v^ a 2 ^(a - ^ dt (再作代换 t = 

= 4v% 3 B(|4)=W^r(|)r ⑷ 


= au ) 


= 4\/2 a 3 • yTT = 2\/27 ia 3 . 
然后用完全相同的方法可计算得到 


h = 


Z \/2 k 


2 


最后即得到 J |2 CLS = A +/ 2 = 


7y/2n 


2 


□ 


习题 4347 计算第一型曲面积分 (||) f ，式中 S 为椭球面， A 为椭球中心到与椭 


球面微元 dS 相切的平面的距离. 


解 1 设椭球面 S 的方程为 •^• + | + f = 1 .对于 5 上的点 Mb ， y ， 2 )， 只要 
将上述方程求全微分得到 a 




dz = 0, 


然后将 da :， dy , 心分别换为 X - x , y - 2 /, Z - z , 就可整理得到5在点 M ( x , y , z ) 处的 
切平面方程 

^ + X r + ^ Z=1 , 

其中（入， K , Z ) 是切平面上的流动点的坐标（参见 §6.5.2 的习题 3545). 

由此切平面方程即可得到椭球中心（即原点）到切平面的距离/ I 为 


h = 


# + 杳 +♦ 


利用对称性，只要计算曲面在第一卦限部分上的积分再乘以 8. 这部分曲面 
z = z ( x } y ) 的定义域为 

D = {( x , y ) I x 彡 0，y 彡 0 ,吾 + 昝彡 1}. 

从方程 ^- + ^ + -^- = 1 计算4 = -会，4 = -会后可得到曲面的积分元为 


dS 


= yJ\-\-z^ + z^dxdy = + *^T dx d V- 


然后即可用的表达式代入将第一型曲面积分转化为二重 积分： 

§ ^ = 如 2 J ] 士 ( + 杳 + ♦) 心办 • 


xr _ 

7 


为计算右边的二重积分，可用广义极坐标代换 

x = ar cos v ?， y = br sin v ?， 

其中变 fi 的范围为而 2 = cvT ^. 这时的雅可比行列式等于 
abr . 于是得到 


#誓=叫: 


m 

y / V ^ T 1 


A f "2 / r 2 cos 2 ip , r 2 sin 2 cp . 1 - r 2 \ i 
dr Jo (―^ + ―^十 丁)如 
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然后求出 

X ’队 = a cos >p cos 0, y , ip = f > cos<p sin 0, = -c simp y 

x'q = — asin <^ sin 0, y r Q = 6 sin ^ cos 0, z f e = 0, 

计算出 

E = = a 2 cos 2 (p cos 2 9 b 2 cos 2 y ? sin 2 0 -h c 2 sin 2 ip , 

G = 4- + 2 ：^ = a 2 sin 2 ip sin 2 0 4- 6 2 sin 2 ip cos 2 6, 

F = x^xg + y 冰 + z'^z'q = [b 2 - a 2 ) sin pcos p sin 0 cos 0 ， 

即可得到曲面的面积元为 

dS = >JEG - F 2 d ^ pd 9 


=y a 2 b 2 cos 2 (p -f 6 2 c 2 sin 2 pcos 2 0 + c 2 a 2 sin 2 p sin 2 6 • sin (/?d(/?d0. 

同时在 S 参数化之后又可从前述的 /i 的表达式得到 

h _ abc sin y? 

— VEG - F 2 • 

于是可计算得到 

毋 | d0 j 71 (a 2 6 2 cos 2 p + 6 2 c 2 sin 2 p cos 2 9 -f c 2 。 2 sin 2 ip sin 2 0) sin <p dap 
s 

= (2 兀 a 2 6 2 [ cos 2 y? sin ipdip + Pc 2 cos 2 sin 3 (p d(f 


c 2 6 2 j sin 2 sin 3 ip dp) 


4tc 


3abc 


(a 2 b 2 -I- b 2 (? -f- c^a 2 ). □ 


习题 4351 (泊松公式） 证明： 

^|) f(ax 4- 6y -f- cz) d«S = 2 k j J(u\/a? -f fc 2 4-c 2 )du, 

式中 S 是球面 a: 2 + 2/ 2 +z 2 = l. 


解将坐标系 Oa ： 2/ 2 保持原点不动而旋转得到新坐标系 Om;w ， 其中将平面 


aa: + 6?/ 十 cz = 0 作为坐标面而 Ou 轴与之垂直.这时空间中的点 （ u ， t;, 扣）的 u 
坐标就是该点到平面 ax + by-hcz = 0 的距离，因此得到 



ax by -\-cz 



在新坐标系中的球面 S 的方程为 u 2 ^v 2 + w 2 = \, 因此就得到 


( : ) f(ax -\-by-i-cz) dS 





f{uy/a 2 -{-^^c 2 )dS. 


用柱坐标将球面 S 参数化为 

u = u, v = \/l^u^cos(^, w = Vl — u 2 sin ip, 
其中变量的变化范围为 -1 彡 u 彡 1 ， 0 < p 彡 2tc, 则有 



于是得到 


< =1 ， vL = ' V ^ cos ^ 

= 0, = -Vl - u 2 sirup , 



^ = < 2 + ^2 + < 2 = _ i _ ? 

G = w’; + t；X = 1 - u 2 , 

F = u» « + « = 0, 

这样就求出了面积元为 

d5 = V EG — F 2 Au dip = du dip. 


从而就得到所要求证的泊松公式： 

(ff) f{ax + by + «) d5 = 






8.14.2 第一型曲面积分的应用（习题 4352-4361) 

木节主要是第一型曲面积分在力学上的应用，此外还有含参变录的第一型曲面积 
分的计算. 


习题4354求密度为内)的均质锥面壳 

杳 + ^_ 酱 = 。 ^ ^ 6) 

对直线 

x y z - b 

T = o _ = _ o _ 

的转动惯 S . 


解记题设的曲面为 S . 由于空间中的点 （ x ， y ， z ) 到直线 
y = 0, 2 = b 的距离平方为 y 2 + G - &) 2 ,因此所求的转动惯量 
可用积分表示为 

^ = Po IJ [ y 2 + (^ - 6) 2 ] dS . 
s 

由5的方程 + - -fr = 0 可求导得到 < = 裝， 

4 = 因此可计算得到面积元为 

y a z z _ 

d5 = y/l + z^^z^dxdy = yJlT^T^dxdy 

= v^±^_ dxdy 

a 



习題 4351 的附图 
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因5在坐标面 xOy 上的 投影即是 圆 x 2 + y 2 < a 2 , 于是就有 

I = P A ) I [y 2 + (z-b) 2 ]dxdy. 

x 2 + y 2 ^ a 2 

用之=代入，并用极坐标代换计算厂以下从略 .口 

习题 4355( b ) 求均质曲面2 = yjCL 2 - X 2 - y 2 (x ^ 0, t / ^ 0, x 4- y ^ a ) 的质心坐 
标. 


解 不妨设密度常数为 1. 记曲面为这时的质量 
M 在数值上等于曲面 S 的面积.如附图所示，5是球面 
X 2 +沪+ 2 2 = a 2 在第一卦限的部分用平面 a ; + y = a 截去 
半个球冠而得到的.由于球冠的底圆半径为 ^- a , 因此其 
面积与球面坐标中 f 从0到71/4时所得到的球冠面积相同. 
于是即可得到 

M = i • Ana 2 一厂 d^J 4 a 2 sin tp dtp 
- 



习题 4355( b ) 的附图 


将质心坐标记为 ( x c , y cy z c ), 按照曲面 S 的方程 2 


dS = ^ dx dy , 于是有: 

Z 




= ^Jj 


xdS = 


A / 


u>r 




xdx 


\/ a 2 — rr 2 — y 2 


dx dy 


a 2 — x 2 — y 2 
= Vci 2 - V 2 dy - y / 2 ^ y / ay - y 2 dy ) 

= 音[+肪 2 一 4 /(皆) 2_ (卜皆)、 


音 L ° (— v ° 2 - x 2 ~ y 2 \ 7= 0 v ) dy 


\/2 a 

~T~ 


由对称性有 A = %. 对于则有 

Zc = w\\ zds = -t \\ dxdy = - k ^ = ^ r La ' D 

s X 多 0，y 多 0 

x+y<a 


M = 


d 5 = a 


注若按照方程 2 = v / a 2 - x 2 - y 2 求曲面 s 的面积（即质最 M ), 则可计算 如下: 

x ^0 y y ^0 


yja 2 - X 2 - y 2 


4 ( 


arcsin 


y 


yjW - x 1 


y=a-x\ ra 

)dx = a 
=0 / Jo 


arcsin 


a — x 
a + a ; 
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作代换 w = 则有 t = 弋 1 一 f ) - ，当 rrr 从0到 a 时， W 从1到0,于是可计算 

V a + x 1 + u ‘ 

得到 



洁 |: 叫:綠 


du 


y / 1 - v ? 


2 f 2 cos 2 e dd = 


sin 2 r = a2 j 0 2 


d(tan 0 ) 


(1 + tan 2 9)(1 + 2 tan 2 6 ) 




- 2 1 ：t 

= fl2 lo ( TT " 2 厂 1+” 2 厂- 2 
习题 4359-4361 均为含参变童的第一型曲面积分，举一个例子. 
习题4359计算 

F ( t )= }J f ^ y y z ) dS , 


(作代换 u = tan 0) 


式中 


x + y +*=« 


/( 工， ?/ ， 2)= 


1 - x 2 - y 2 - 2 2 , x 2 + y 2 + 2 2 彡 1， 

0 ， x 2 +y 2 + 2 2 > 1. 

\ 

作出函数 ix = F (£) 的图像. 

解为简化计算，将坐标系 Oxyz 保持原点不动而旋转得到新坐标系 O ^ C , 其中 
将平面 x + y^z = 0 作为坐标面7/0(，而 0( 轴与之垂直.这时空间中的点满 
足 f +^ + C 2 = x 2 + 2/ 2 + 2 2 , 因此被积函数/仍然不变，而平面0； +2/+ 2 = 6变为 
(这里利用旋转变换下距离不变，该式右边就是平面 x + y + z ^ t 与原点的距 

离 .） 由/的定义可见，当 | t | > 时 F (0 = 0,而当 | t | < v /5 时可计算如下 • 

这时 S 是平行于 C = 0 的平面，因此即有 dS = dT ) dC , 于是得到 

F(t)= Jf m” ， 0dS= J| (l-^-^-C^dr/dC. 

4= t / v /3 T 7 2 + C 2 ^ l - tV 3 

用极坐标代换 r ? = rcos 0 ,( = r sin 0 , 则得到 

U dr 


- [( i -f)4-41L^=f(-f) 2 


综合以上就得到 

^ /f ( 1_ t ) ' ^ ^ ^ 

0， |*| > V 3, 

并在右边的附图中作出其图像 .口 


u = F ( t )= 
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8.14.3 第二型曲面积分（习题 4362-4366) 

第二型曲面积分的定义和计算都比第一型曲面积分 复杂. 从定义来看，与曲线总有 
两个方向的情况不同，曲面有单侧和双侧两种，而第二型曲面积分只考虑在双侧曲面上 
的积分.其次，与第二型曲线积分类似，在给出积分时必须说清楚在哪一侧上积分 • 

对于封闭曲面上的第二型曲面积分， 一 般将曲面的外侧称为正侧. 

第二型曲面积分有多种形式，较常见的形式之一是 

jjpdj / dz Q dz dx -Rdx dy . 

s 

若引入向景记号/ = (P,g, ft ) 和 dS = ( dydz , dzdx , dxdy ) y 则在第二型曲面积分 
的定义中知道有 dS = ndS , 其中 n 是双侧曲面的指定一侧的单位法向于是就有 

(8.17) 

注意上式右边为第一型曲面积分，因此公式 （8.17) 己经建立了将第二型曲面积分转化 
为第一型曲面积分的计算方法. 

若指定一侧的 n = ( coso ：， cosjS , cos 7 )，则公式 (8.17) 变成 

(8.18) 




以下给出从第二型曲面积分到二重积分的转化公式. 

对于由双参数给出的光滑曲面或分片光滑曲面 r = r(u ， v) ， (u, v) e D uv , 由公式 
(8.17) 的右边即可转化得到 

^ v ^ £ k ^ y \ 

(8.19) 



其中右边的积分号前的正负号由曲面的指定侧来决定 • 

若曲面方程为 2 = z ( x >V \ ( x , y ) e Z ^ y ， 则 （8.19) 成为 



( 8 . 20 ) 


其中右边积分号前当曲面取上侧时为正，取下侧时为负. 

对于用直角坐标变量表示的曲面，还有一种更简便的方法，但要分三种情况处理. 
( i ) 当曲面为5 •• z = a ;(|/， 2)， （ y ， 名 ） e IV 时， 



( 8 . 21 ) 


其中当 S 取前侧时右边取“+”号，当 S 取后侧时右边取“- ”号. 这里前侧指余弦 cosa > 
0,后侧指 cosa < 0. 
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(ii) 当曲面为5 : = 2/(X, 2)， （ a ；， 2) € Arz 时_ 



( 8 . 22 ) 


其中当5取右侧时右边取“+”号，当 S 取左侧时右边取“-”号.这里右侧指余弦 cos /3> 
0,左侧指 cos /9<0. 

( iii ) 当曲面为 S •• z = z ( x y y ), (A 2/) € Acy 时，有 

I 

(8.23) 

其中当 S 取上侧时右边取“+”号，当 S 取下侧时右边取“-”号.这里上侧指余弦 cos 7 > 
0,下侧指 cos 7 < 0. 



注意以上的三个公式的左边为第二型曲面积分，右边为二重积分.它们都比较简 
单，但也有 缺点. 这就是对于 P ， Q ，/? 要分别处理，而且具体问题中的曲面往往可能要分 
成若干片后才能用这些公式. 


习题4362计算第二型曲面积分# 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 的外侧. 


xdydz^ydzdx + zdxdy y 其中 S 为球面 


解1这时球面/ + 2/ 2 + 2 2 = /的外侧的单位法向童为因此即可 
用公式 （8.18) 将第二型曲面积分转化为第一型曲面积分 如下： ° ° ° 

毋 xdydz + ydzdx + zdxdy = +毋 (x 2 + y 2 + z 2 )dS 

=a^) dS = a - 47ia 2 = 47ia 3 , 

其中利用了被积函数恒等于 1 的第一型曲面积分即是曲面的面积，而半径为 a 的球面面 
积等于 4; ca 2 . 口 


解2利用对称性，只要计算三个积分之一再乘以 3. 由于对曲面的 z 
形式较为熟悉，以下用公式 （8.23) 计算第三个 积分. 这时要将球面分成两个半球面 
z = 土其中取正号的为上半球面取上侧，取负号的为下半球面取下侧， 


因此得到 
|| z dx dy 


- U 



- x 2 - y 2 dxdy — | (- \/ a 2 - x 2 - y 2 ) dx dy 

x 2 +y 2 ^a 2 


x 2 +y 2 彡 a 2 

= 2 |J \/ a2 - z 2 - ( 用极坐标代换) 

x 2 ^y 2 ^a 2 



JO Jo 


于是本题的答案为 47 ca 3 . □ 


— r 2 dr = 47 C • 


[- 士 (〜) 
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解3利用 § 8 . 16 中的奥斯特罗格拉茨基公式，将 S 所围的球体记为 V ，就有 


xdydz -h y d 2 dx + zdxdy = ||| 

= 3 nj 


dy V+ dz 


)dx dy dz 


dxdydz = 3 • - = Ana' 


其中利用了被积函数恒等于 1 的三重积分等于积分区域的体积，而半径为 a 的球体体积 
等于 •口 


3 


f{x) dycb 


f ⑻ MMz) 为连续函数， 5 为平行六面体 0 ^x^a f 0 ^y^b } 0 ^z^c 的外侧 • 

解1记 S 的外侧面的单位法向最为 （ cosa ， cos 艮 cos 7 ) ，则即可用公式 （8 . 18) 转 
化为第一型曲面积分 如下： 

(ff) f(x) dy dz + g(y) dz dx 4 - h(z) dxdy =(ff) [/(x) cos a 4 - g(y) cos ^ 4 - h(z) cos 7 ] d 5 . 


JJ 


JJ 



对右边被积函数的第一项的积分，由于在侧面 x = 0时 COSQ = -1, x = a 时 
而在其他四个侧面上都有 cosa = 0,因此就可将上述第一型曲面积分转化为二重积分 

f(x) dydz = - 毋） f(x) dydz-h 毋） f(x)dydz 

i =0,0< y <6,0^2 ^c i = a ,0< y ^6,0<2 ^c 

= [一 / ⑼ + / ⑷] 6 c . 

对于其他两项的计算是类似的.最后得到所要求的积分 

I = [/ ⑷ - /(0)]6c+ [g(b) - p(0)]ca + [h(c) - h(0)Jab. □ 

解2用公式 (8.21) 于第一项的积分，则只有 x = 0, x = a 两个侧面上的积分需要 
计算.根据前侧 x = a 取正后侧 x = 0 取负的符号规则，就得到与解1相同的 结果： 

(||) f(x)dydz = - 哲） f(x)dydz -f 毋 f(x)dydz 

S x=0 } 0^y^b t 0^z^c x=a,0^y^b 9 0^z^c 

= [ 一 /(o) + /(•• 

以下从略 .口 

解 3 若对函数 /( X )， 以 2/)，/ i (2) 的条件加强为连续可微，则可以用奥斯特罗格拉茨 
基公式得到 

f(x) dydz^g(y) dz dx + /i( 2 ) d:r dy = j|| [f\x) +p’(y) + h’ (z)] dx dy dz t 
S v 

其中7为5所围的平行六面体. 

不妨只看被积函数的第一项的积分，则有 

JJJ f\x) dx dydz = f\x) dx = [/ ⑷一 /(0)]6c. 


其余两项也可类似处理 . 可见在加强条件之后得到了相同的结论 .口 




习题4364计算第二型曲面积分 (y — 2：) dydz - (z — x) dz dx (x — y) dx dy, 

式中 5 是圆锥面 x 2 + y 2 = z 2 (O^z^h) 的外侧. 

解 1 将 S 的方程写为 2 = v/x 2 +沪 ( x 2 + y 2 ^ h 2^ 用公式 （8 20) ，这时锥面外 
侧即是 S 的下侧.记积分为7•，有< =因此就有 

/= JJ - [(2 / - z)z' x + (2 - x)Zy - (x - y)} dx dy 

= Jj \[{y-z)x + {z- x)y - (x- y)z] dxdy 
x 2 -\-y 3 ^h 2 

=JJ 2(y - x) dx dy = 0. 

x a +y 2 ^h 2 

这里最后一步是利用被积函数 y 和I关于积分区域 x 2 -^y 2 ^ h 2 分别为奇函数，而且 
积分区域关于 x 和 j/ 又对称，因此积分等于0 .口 

解2题设的锥面不是封闭的，但可以加一个盖子成为封闭曲面，然后即可用奥斯 
特罗格拉茨基公式. 

设为 rr 2 +沪彡/I 2 , z = 心 取 上侧. 于是 SU &就成为封闭曲面，对于所围的立 
体V为外侧，因此就有 

fi) (y - z) dy dz + (z - x) dz dx -f (x - y) dx dy 
SuSi 

=(||+Jj) (y - dydz + (z - x) dz dx + (x - y) dx dy 
S Si 

= lj{ [去〜 - 2 ) + *( z - x ) + 去(卜 y)] dccdydz = 0. 

下面将证明在 A 上的积分等于0,从而就知道在 s 上的积分也等于 0. 

在&的上侧，由于2： = /1，因此积分元为 dych; 和 d2d：T 的第二型曲面积分均为0, 
从而就得到 

jj (y - 2) dy d2 + (之 —x) d2 dx ^ (x - y)dxdy = || (x - y) dxdy 


(x — y) dx dy = 0. 


最后一个二重积分等于 0 与解 1 最后印 
习题 4365 计算第二型曲面积分 


x 2 +y 2 ^h 7 





dydz + dzdx + dxdy 
a: y ~ z ~ 


, 式中 S 为椭球面 




^2 - = 1 的外侧. 


解1 (概要）用直角坐标变量的转化公式 (8.20), 或者分别用转化公式 (8.21)- 
(8.23) 都可以 .口 
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解 2 记所求积分为/，从椭球面方程求出单位外法向量 n = ( cosa , cos , 0 , cos7 ) 
的表达式为 

于是可用公式 (8.18) 将所求积分转化为第一型曲面积分 




由于在椭球面 S 上有 




x cos a + y cos /3 + 2COS7, 


z. 


V a 4 6 4 C' 

因此可以倒用公式 (8.18) 得到第二型曲面积分并接着再用奥斯特罗格拉茨基公式得到 

/ = + p- + ~^(^)xdydz + ydzdx^ zdxdy 

S 

O + + +) JJj3dxdyd^ =(+ + + + 分 — c ， 

V 

其中 7是5 所围的椭球体，其体积为 □ 

习题4366 计算第二型曲面积分 (||)x 2 dyck + y 2 d2dx + z 2 d:cdy， 式中5为球面 

(x - a) 2 + {y - b) 2 + (z- c) 2 = R 2 的外侧 • 

解 1 (概要） 用直角坐标变量的转化公式 (8.20), 或者分别用转化公式 (8.21)- 
(8.23) 都可以 .口 

解 2记积分为 J, 球面 S 所围的球体为 K, 用奥斯特罗格拉茨基公式可计算 如下： 
1 = 2 ||J(x - z)dxdy dz 

V 

= 2||J [(x 一 a) + (y - 6) + (: — c)j da: dy d.2： -i- 2(a + 6 + c) ||| dx dy dz. 
v v 

这时在最后一式的第一个积分中，由于 a: - a，y - b，2 — c 在区域 F 中分别为奇函数，而 
且 K 关于点 (a, 6,c) 为中心对称，因此积分值等于0,于是即可得到 

/ = -^(a + fc-f c)fl 3 . □ 



§8.15 斯托克斯公式（习题 4367-4375 ) 

内容简介 斯托克斯公式建立了第二型曲线积分与曲面积分之间的联系，本节为 
这方面的基本练习题与应用. 

下面先列出斯托克斯公式的两种 形式： 

第一种形式建立了第二型曲线积分与第二型曲面积分之间的 联系： 

^ Pdx Qdy + Rdz 

=)J ( 當-磬 ) (誓 -f)— ( 尝 - f) _， _ 

s 

其中 c 的取向与 s 的取侧相容，也就是满足右手法则.为便于记忆，可用行列式记号将 
公式 (8.24) 写成为 

dy dz dz dx dx dy 

j c P dx + Qd y + R dz = \l 砉 I 丟 . 

s P Q R 

斯托克斯公式的第二种形式建立了第二型曲线积分与第一型曲面积分之间的联系, 
它可用行列式记号写出为 

cos a cos 卢 cos 7 

j c Pdx ^ Qdy^Rdz = ^ 去 I A dS ， (8.25) 

s P Q R 

其中曲线 C 的取向与曲面 S 的单位法向量 n = ( cosa , cos ^ cos7 ) 的取向相容，即满足 
右手法则. 

由 §8.14.3 的公式 （8.18) 即可知道公式 （8.24) 与 (8.25) 的右边相等 • 

斯托克斯公式是格林公式的推广.这可以从公式 (8.24) 直接看出.若与变量 z 
无关，= 0,曲面 S 为坐标面 xOy 上的区域，取上侧，从而 C =沾为坐标面 xOy 上 
取正向的平面曲线，则就得到格林公式 

手 〆 drr + ⑽= J ] (磬 -D dxdy . 

S 

习题4367应用斯托克斯公式，计算曲线积分 

ydx zdy 4- xdz , 

其中 C 为圆周 rr 2 + y 2 + P = a 2 , a : + y + 2 = 0 ,并且从 Oa : 轴的正向看去， C 的取向为 
逆时针方向.用直接计算法检验结果. 


解 1 记 5 为平面 2 ： +2/+ 
容的 S 的单位法向量为 


= 0 上为圆周 C 所包围的圆，则与题设中 C7 的取向相 


= ^^(1，1，1)， 
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于是从斯托克斯公式 （8.25) 就得到 


ydx + zdy + xdz = 


V 3 

3 


II ^ 


dy dz 


dS 


=—\/3 |J d5 = —\/ 3 Ka 2 


/ = 


其中利用了 C 为球面 x 2 - hy 2 - hz 2 = a 2 上的大圆，因此半径为 a ， 所包围的圆面积为 

9 

Ka 2 . □ 

解 2本题的曲线积分也可以不用斯托克斯公式而直接计算.先将 C 参数化 如下： 

a; = _a (^ cos ' + '^' sint )' y = ^ cost ' 2 = a ( _ W cos ' + Vf sin ^ 

0 彡 i < 271，就能同时满足2： 2 + 2/ 2 + 2 2 =^和2： + 2 / + 2 = 0及其取向的要 求①. 
记所求积分为/，则从对称性就有 
/ = 3^ ydx 

= y /& a 2 j 271 cos ^— smt — -^=- cos ^ dt = — V 3 na 2 . □ 

解 3 直接计算的另一种方法是除了利用对称性之外，再将 C * 向坐标面 xOy 投影 
得到封闭曲线 C ', 于是就有 

/ = 3^ ydx = 3^ ydx. 

由 §8.12.2 的公式 （8.10) 可见上式右边等于曲线 C ' 所围 K 域的面积的三倍乘以- 1. 
曲线 C ' 显然是一个椭圆，它的方程可从 rr 2 + ?/ 2 + P = ( X 2 与 re + y + z = 0消去 z 

麵 • 2 

x 2 -\- y 2 + xy = 

利用 §4.5 的习题2406,即可求出 （7 所围椭圆区域的面积为因此就得到/ = 

v 3 


I = 


- 3 * = -y/3na 2 . □ 


习题4368计算积分 

(D (x 2 — yz ) dx -h (y 2 — zx ) dy + ( z 2 - xy ) dz, 


AmB 


此积分是从点 4(a，0,0) 至点 i?(a，0,/i) 沿着螺旋线 x = acosv?, y = asinc^, 2： = 

进行的. 

①将 C 参数化的方法很多.这里的做法是先从 rr 2 +2/ 2 +2 2 = a 2 , x + y + 2 = 0消去 I ,得到 
2/ 2 +2 2 4- yz = 然后将左边配方得到（参见 §4.5 的习题2406的解 7): 

( 2+ 号) 2 + (各) 2= (5) 2 ， 

最后令 y= ： _^ COS L 2 + |_ = _^ sint ， 并由此得到 a : = T ( t ). 可以验证当 f 从0到 2 n 时，从 Ox 轴的 
正向看去，点 （y(t)，z( ⑴在坐标面 yOz 上以逆时针方向描出一个 椭圆. 
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提示这里可以添加直线段 A 6, 得到封闭曲线然后设 S 为该曲线张成的 
曲面，用斯托克斯公式即可.（这种方法在格林公式的应用中已用过，见 §8.12.1 的习题 
4303.) □ 


习题4369设 C 为平面: rcosa + + 2 ： cos 7 - p = 0 (cosa,coscos 7 为平 

面之法线的方向余弦）上的封闭围线，所围面积为乂求 


积分沿围线的正方向进行. 



dy dz 

cos 3 cos 7 
V z 


解（概要）将所给的积分中的被积表达式写为 Pc ^ + Qd 2/ + i ? d 2 , 然后用斯托克 
斯公式 .口 

注所得结果为 2 S , 联系到 §8.12.2 中用格林公式求平面图形面积的公式 (8.10), 
可看出本题是该公式的推广. 


习题4372用斯托克斯公式计算积分 ^(^+ 2 2 ) d:r + (2 2 +: r 2 ) d 2/+( a : 2 +2/ 2 ) cU ， 
式中 C 是曲线 x 2 + y 2 + P = 2 R X) x 2 + y 2 = 2 rx (0< r < R , z >0 ) 1 并且在沿此曲线 
进行积分时，球面 x 2 + 〆 + 2 2 = 外侧被该曲线所围的最小区域始终位于左边. 


解1如附图所示，曲线 C 是上半球面 a : 2 + 
y 2 -\- z 2 = 2 Rx 与柱面 x 2 - hy 2 = 2 rx 的交线（在 
2 r = i ? 时就是维维亚尼体的曲顶的边界曲线 ) .C 
的方向是由它所围的球面部分 S 取外侧而确定的. 
由球面方程求出单位外法向 fi 为 
n= (cos a, cos /3, cos 7 )= ( 工 _ 云况 ， | ，音 ). 
记所求积分为/，即可用斯托克斯公式 （8.25) 得到 



习超4372的附图 


=11 


x - R 


y_ 

R 



dx dy 
y 2 ^ z 2 z 2 + x 2 x 2 



dS 


=J| 1(2 / - ~ R) + {z- x)y 4- (x - y)z] d5 = 2 Jf ( 2 ： - y) AS. 

s s 

利用曲面 S 关 F ■坐标面 xOz 对称，因此有 ydS =■ 0. 由于 cos 7 = i ， cos^ydS"= 

dxdy, 而曲面 S 对于变量: r ， y 为上侧，这样就可得到 
/ = 2 JJ^dS = 2i? JJdxdy = 2R 

5 S x 2 +y 2 ^2rx 


dxdy = 2 nr 2 R . □ 
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解2不用斯托克斯公式也可以直接计算第二型曲线积分.利用曲线 C 在坐标面 
xOy 上的投影为圆周 cr 2 + y 2 = 2 nr , 即可参数化为 

x = r(l -f cosyj ), y = rsirup , z = y /2 (R — r ) r(l + cosy ?), 

参数 y 从 0 递增到 2 tt 与题设的曲线取向一致.由对称性可见本题的积分中与积分元 d:r 
和心 有关的项的积分均为 0®, 因此就有 

I ( z 2 -h x 2 )dy = j 2 [2 (R — r ) r(l + cos <^) -4- r 2 (l + cos p) 2 ]r cosy ? dy ? 

= 2 (R — r ) r 2 n 4 - 2 r 3 n = 2 nRr 2 . □ 

解 3 用投影法计算也是方便的.将有向曲线 C 在坐标面 xOy 上的投影曲线记为 
C xy : rc 2 十 y 2 = 2 rx ， 取正向，于是有 

I =(£) (2 /te - a : 2 ) dx 4 - {2 Rx - y 2 ) dy -( x 2 + y 2 ) ( z f x da : + z' y dy ) 

J C X y 

=♦ [2 Rx - x 2 + ( x 2 + y 2 ) z r x \ dx -f [2 Rx - y 2 -f { x 2 4- y 2 ) Zy ] dy . 

J c xy 

对上式的最后一个积分用格林公式就得到 

/= JJ 2 fi ( l -|) dx(iy = 2/? 


x 2 + v 2 ^2 n 


JJ dxdy = 2 nr 2 R . □ 


+V 2 ^2rx 


习题 4373 应用斯托克斯公式计算积分 k(2/ 2 -2 2 )dx+(z 2 -x 2 )dj/ + (x 2 -y 2 ) 心， 

式中 C 为用平面 + 2 = -|a 截立方体0彡 rc 彡所得截面 
的边界，并且若从 Orr 轴的正向看去，积分是沿 (7 依逆时针方向进行的. 

解1如附图所示， C 是平面 z + + •上 
的-个正六边形的边界.将该正六边形记为根据 
题设关于 C 的取向，可知 S 的取侧方向的单位法向 
量为 -V(1，M). 记积分为/，根据斯托克斯公式就 


有 


V 3 


=11 


t t 1 

dx dy dz 

y 2 — z 2 z 2 — x 2 x 2 — y 


dS 



y 


= - JJ (x + 3 / + 之 ) d5 = —2\/3a|5| 


习題 4373 的附图 


其中 |S| 为正六边形 S 的面积.由于该正六边形的边长为 -^-a, 因此就有 


= —2\/3 a - 6 - 


V 3 

4 


2 


= -吾 a 3 . □ 


® 这来自于第二型曲线积分的 定义， 对于解1和解3也适用. 





解 2 直接计算可如下进行.利用对称性，只需要计算附图所示的带有方向的直线 
段 AS 和上的积分之和再乘以 3. 于是有 

7 = 3 ( 1从 + JbC 7 ) (没 2 一 之 2 ) dX + (之 2 _ 工 2 )办 + (工 2 _ y2 ) 心 

= 3 f y 2 dx — x 2 dy + 3 \ ( a 2 — 2 2 ) dx 4- ( x 2 — a 2 ) dz. 

JAB JBC 

将直线段参数化为 x = - y (f < y ^ a ), 将直线段 BC 参数化为 x = 

I 一 则有 


3 | a [— 沒 2 —( 夸 — 汉） ]dy + 3 J : - ( a 2 _ 2 2 )十 （号 _ 2 ) ~ a 2 dz 



3 j ^ (-2 y 2 + 3 oy - 年 ) dy + 3 J "。 2 (2 Z 2 




= 3 ° 3 (- W - lj )=-| a3 - 口 


习题 4374 应用斯托克斯公式计算积分 t ^ 2 2 2 d:r + ^ r 2 d 2/ + : cVd 2, 式中 C 
为封闭曲线 rr = a cost , y = acos 2 纟， 2 = a cos 3^, 并丘以参数 《 谓加所对应的方向为积 
分时的正方向. 


分析本题似有误.取 a = 1，则从所给的参数方程可见有 2 / = 2 x 2 -1 ,z = 4 x 3 - 3 x ， 
-1 彡 z < 1，因此 C 不是封闭 曲线. 如果参数从0递增至271，则点 ( x ^ y ^ z ) 确实从点 
( a , a , a ) 出发后冋到自身，但这只是“原路返冋”，不可能张成什么曲面，因此谈不上用斯 
托克斯公式.若给定参数〖的变化范围，对题设的曲线积分作直接计算是容易的 .口 


习题 4375 设有函数 

W ( x iyi z ) = ki ^ C0S ^ J - n) dS (k = 常数)， 

s 

其中曲面5的边界为围线 C ， n 为曲面 S 的法向量， r 为连接空间的点 M ( x y y , z ) 与围 
线 C 上的动点4^77,0所成的径向 ffl . 证明： 此函数为通过围线 C 的电流 i 所产生磁 
场 H ■的势（参阅 §8.13 的习题 4340). 


解在习题4340已求出磁场强度//的三个分景为 

h x = kij c 

H y = kij c (C^)^-(e-x)d C 

H z = kij， c ( 卜抽 /-y)d 《 

本题的目的是要证明 ® 


® 在 §8.11.3 己引入关于平面上的第二型曲线积分的全微分与原函数的概念.原函数也称为势函数. 
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dW = H x dx^H y dy^H z dz. 

这相当于成立三个 等式： f =仄， f =仏和^ = 利用对称性，只需要先 
看第一式如何证明. 

记 n = (cosa，cos/3,cos7)， 则 r 方向的单位向 S 为 



( 卜工 v-y C -2 、 

_ v - 


因此就可将幻写为 

W(x i y,z) = ki || ( " -^ 3- X cosq 4- 

s 

函数 W(x,y } z) 对参变暈 x iVl z 的求导可以通过积分号进行，即有 


v-y 

"7^ 


C- 


cos 7 


dS. 


^- =ki \\[-k (^) C ° Sa+ ^{^) C ° S0+ 去 (¥) C ° S7 1 d5 


对 H x 的第二型曲线积分的表达式用斯托克斯公式，即得到 

cos/3 

d 


H x = fci(^) 


{ v - y ) dC -( C - z)dy 


叫 1 






cos 7 

3 C 

v-y 


dS 


= 以 [j { [秦 ( y )+ 蚤(穿)] cosa - [音 (-^)] c ° s ^ 

-[蚤(穿) w } 


注意到 f 


= [« - x) 2 + (77 - y) 2 + (C-z) 2 ]" T 满足关于 e 77, c 的拉普拉斯方程，即有 
0 (参见 §6.2.4 的习题3311)，而这就是 


A (r) = | [蚤 (I)] + 斋[斋(I)] + 蚤[会( I )] 

=-*(穿)-斋 (〒卜 会(切 =0, 

于是就得到 

又可以看出有 


这样就得到了 = ^ 同样可以得到 f =仏和 f =圮 .口 
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§8.16 奥斯特罗格拉茨基公式（习題 4376-4400) 



内容简介奥斯特罗格拉茨基公式建立了曲面积分与三重积分之间的联系，是计 
算第二型曲面积分和物体体积的有效工具.本节为这方面的基本练习题与应用. 

奥斯特罗格拉茨基公式在英美等文献中一般称为高斯公式，在[11，331中称为高 
斯-奥斯特罗格拉茨基公式，在我国的部分教科书中简称为奥-高公式. 

下面先列出奥斯特罗格拉茨基公式的两种 形式： 

第一种形式建立了第二型曲面积分与三重积分之间的 联系： 

Pdydz ^- Qdzdx-h Rdxdy = JJJ (-g- + ^ dxdydz , ( 8 . 2 6) 

其中 5 = 3 V ， 取外侧. 

奥斯特罗格拉茨基公式的第二种形式迮立了第一型曲面积分与三重积分之间的联 
系： 

毋 ( Pcosa + Qcos/? + i?cos 7) dS = JJJ (醬 + 營 + 普 ) dxdydz, (8.27) 

5 V 

其中的方向余弦是曲面 S 的单位外法向最 n = ( cosa,cos /?, cos7 ) 的各个分最. 

习题4378应用奥斯特罗格拉茨基公式变换曲面积分 


解 计算得到 

if x 

如、 y/x 2 y 2 Z 2 


x cos a + 2 / cos P + z cos 7 

dS. 

\fx 2 + 2 / 2 + 2 2 

丄 3 广 y \ 

卜去 ( 

办、 \/x 2 + J/ 2 + : 2 / 


+ y 2 


(x 2 +y 2 + z 2 ) 2 (x 2 +y 2 + z 2 )^ {x 2 -¥y 2 + z 2 ) 

2 


\/ x 2 + y 2 + z 2 

由于被积函数有奇点 0(0, 0,0)，因此在该点位于封闭曲面5之外的条件下，可用公式 
(8.27) 得到 



x cos oi + ycos0 + zoos 7 
yjx 1 + y 2 + 2 2 


dS = 


= 2 III 


cLr dy d. 


y/x 2 + y 2 + 


□ 


习题 4380 应用奥斯特罗格拉茨基公式变换曲面积分 

# [(If ■-磬 ) eosa + (H) 4+ (n) 料 

s 

解计算得到 

丟 ( 當 - 磬 ) + 斋 ( 普 - 普 ) + 嘉 (H - D = °， 


dS. 
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可见从公式 (8.27) 得到 


cos a + 


f [( f - 磬） 

= HI 0 dx dy dz = 0. □ 


(醫-普磬 - f ) 


cos 7 


dS 


注学过场论之后可以知道，本题的结论表明，由于旋度场必定是无源场，因此经 
过封闭曲面的通量必定等于 0. 

习题4381证 明：若 为封闭的简单曲面而 Z 为任意的固定方向，则 

cos(n ， i)dS = 0 ， 

i 

式中 n 为曲面 S 的外法向 S . 

提示本题是 §8.12.3 的习题4323在空间的推广，怛有相同的物理意义 .口 

习题4382 证明： 以曲面 S 为边界的物体的体积等于 

K = 去毋 (x cos a-\-y cos 冷十 2 cos 7) dS ， 

式中 cos a , cos cos 7 为曲面 S 的外法线的方向余弦. 

注直接用公式 （8.27) 即得.类似地还有求体积的其他几个 公式： 

V = xdydz-\-ydzdx-bzdx dy 


= 毋 ) xdydz =(^) ydzdz =^|) zdxdy. 


若其中最后一式的 5 所围的立体是具有曲顶 z(x,y) ((x y y) e D xy 的曲顶柱体，则就可 
导出 §8.3 中用二重积分求体积的公式 


V = JJ z(x,y) dx dy. 


习题4383 证明： 以光滑曲面尸(怎，2/，幻= 0和平面儿1： +办+ 0^ = 0为界的锥 
体的体积等于 

V = +紐， 

式中 S 为位于该平面的锥底之面积， H 为锥体的高. 

解设锥体的顶点为 ( xo , yo ^ o ), 将锥体的侧面记为&，底面记为 S 2 , 于是锥体的 
边界为 A US 2 , 并假设取外侧.由习题4382知道有 




V = 士毋 [( x-xo)coso： + (y-y 0 )cos/3 + (z-zo)cos7]d5 

SiUS 2 

=y J| [(x - x 0 )cosa {y - yo) cos 卢 + {z - z 0 ) cos 7] dS 

Si 

+ j If [(z 一 X0 ) C ° S a + (沒 一 以 0 ) cos ^ + (2 _ z o) cos 7] dS. 

以下分别计算最后一式的两个积分. 

在锥体的侧面负上，由于£ > 0时满足方程 

F(x 0 4- t(x - x 0 ),i/o + t(y - yo) y z 0 -i-t(z - zq)) = 0, 

对 t 求导并令 《 = 1 代入，就得到 

6 ( 工一 x 0 ) + 6(y - yo) + F , z (z-z o ) = 0. 

由于曲面 F(x } y )Z ) = 0 的法线方向即是（见 § 6.5.2 之（2))，因此在 侧面& 
上的积分中被积函数恒等于0,即知积分等于 0. 

在锥体底面 S 2 上，方向余弦由平面方程 Ax + By + Cz = D 确定.由于5 2 的取侧 
指向与顶点 (x 0 , V0 ， z 0 ) 相反的方向，因此被积表达式就是顶点到该平面的距离，也就是 
锥体的髙 i/. 由于锥体底面 S 2 的面积为5,这样就得到所要求证的公式 

V = y || [(x - x 0 ) cos a + (y - y 0 ) cos 0 + (z - z 0 ) cos 7] dS 

si 

= i^U d5 = i //5 - D 


习题 4384 求以曲面 2 = 士 c 及 


x = a cos w cos v -f bsinusinv } 


y = a cos u 
z = csinw 


— 6 sin w cost;， 


为界的物体的体积. 


解按照惯例，取 C >0 .对于 2€[- C ， C ]， 有 

x 2 -f- y 2 = a 2 cos 2 u + 6 2 sin 2 u 



因此本题可通过对截面面积求积分的体积计算方法（见 §4.7.1) 简单地求出答案为 

v=it L( a2+ ^> 

= 27ca 2 c + 27i^^ •如 3 

= 亨 (fc 2 + 2a 2 ) •口 
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习题 4385,1 求以曲面 a: = ucosv^ y = us\nv } z = 一 w + acosw (u 彡 0，a > 0) 及 
平面 x = 0 ) z = 0 为边界的物体的体积. 

提示将看成为坐标面 xOy 上的极坐标变量，用柱面坐标来观察曲面. 
从曲面与 z = 0 的交线为 u = acosa;, 可见从 u ^ O 可确定 1 ; 的变化范围 M < f .然 
后又可确定 u 的变化范围为 0 < tx < acosv. 这样就可直接通过对于的二重积分求 
出所要物体的体积.条件 : r = 0 似不起作用 .口 

习题 4385.2 求环面 

x = (6 + a cos ip) coscp, 
y = {b a cos rp) sin if, (0 < a ^ 6) 

z — a sin ip 

所围区域的体积. 



解 这是环面的双参数方程，在 §8.4.1 的习题2404已经用它来计算环面的面积. 

根据习题4382,现在可以用曲面积分来计算曲面所围的体积.利用 §8.14.1 的公式 
(8.19), 即双参数表示的曲面积分计算公式，可以计算如下. 


记双参数的变化范围 D _ = {( rp . if ) I 0彡必彡2兀，0彡 p 彡2 兀},环面为 S , 则有 



(xcosa + ycos/? + zcos 7 )dS 


_ 丄 
一了 


II H 


(y ， 2 ) , ^ d{z,x) 


+ 2 / 


d(x ， y) 


(初) 石 3(^^) 


)dip dip 



X 

V 

Z 


X， rp 

y[p 


dtp dtp 



4 




df I [a6 + (a 2 + 6 2 ) cos ip + ab cos 2 rp\ drj; 


= 2K 2 a 2 b. □ 


注在 §4.7.3 的习题 2477 中己经举出了圆环体积的 4 种计算方法. 


习题 4390 计算 

cos 7 ) d 5, 

式中 S 为部分圆锥面 x 2 4- 1 / 2 = 2 2 (0 ^ z ^ h ), cosa ， cos 0， cos 7 为此曲面外法线的方 
向余弦. 


|| (x 2 cos a 4- y 2 cos 0 z 2 


提示 S 不是封闭曲面，但可以采取添加一个“盖子”的方法构成封闭曲面，然后用 
奥斯特罗格拉茨基公式.在 §8.14.3 的习题4364的解2中己经用过这样的方法 .口 




习题4391证明 公式: 


• 1 % ~ 


d^d^dC 一 


i# 


cos (r，n) dS . 


其中封闭曲面 5 为区域 V 的表面， n 为曲面 S 上在点 （ It ^C) 处的外法向跫， r = 
x /(^ - x ) 2 4- ( t ; - y ) 2 + (C — 2) 2 , r 为从点 { x , y , z ) 到点 （匕 r?,C) 的径 向暈. 


解不妨取 n 为单位向量，记 n = (cosa,cos /3, cos7), 则有 

r\r^ey( /w% \ ^ 工 1 ^ ^ r\r\cy d I ^ 


cos 7 


)d5. 


^|) cos(r, n)dS =^|)( 《厂 X cos a + ^ cos 0 -f - ^- z - cos 7) d5. 

J s s 

若点 (x,y,2) 在封闭曲面 S 之外，则可对上述积分用奥斯特罗格拉茨基公式，得到 

§cos(r,n)d 5 = |||[^ (^) +i(^) + ^(^)]^d,d C 
S V 

= JjJ {7 一 ★[(《一 x ) 2 + (” - 2/) 2 + (C — 2) 2 ]} dTjdC 

= 2 |j|^C. 

V 

若点 ( x y y , z ) 在封闭曲面之内部，则上述三重积分的被积函数+以点 ( x ， y , z ) 为 
奇点，即为广义三重积分.这时不能直接用奥斯特罗格拉茨基公式，£需要采取挖洞的 
方法.这在格林公式的应用中已见过多次（例如见于 §8.12.1 的习题 4307). 

取 e > 0充分小，使得以点 ( x , y , z ) 为中心以 e 为半径的球面完全处于封闭曲面5 
之内.将此球面的内侧记为 

将区域 K 挖去球面 S e 所包围的小球体％，则所余的区域V - V；以 SU &为边界， 
而 S 取外 侧和& 取内侧相对于区域 V - V e 都是外侧.这样就可以用奥斯特罗格拉茨 
基公式得到 

o ff f drj _/W, ^ c 1 /W\ ac 




(:)cos(r,n) d5+(]) cos(r,n) d5. 


由于上式的第二个积分中的 r 与 S e 的内法线方向恰好相反，因此在 S ff 上处处有 


cos(r，n) = — 1， 
在等式 


一 4庇 2 . 


in 


drj dC 


= (M) cos(r, n) dS - 4 ne : 


的两边令 e — 0,就证明了当点 ( x , y , z ) 为 S 所包围时，题中提出的等式仍然成立. 
对于点 ( x } y y z )£ S 的情况，可参见 §8.13 的习题4329及其附图，从略 .口 
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习题4392 (高斯积分）计算积分 

式中 S 为简单封闭光滑曲面，它是区域 vh 边界， n 为曲面 S 上在点 （ C ，7/， C ) 处的外法 
向量， r 为连接点 { x , y , z ) 和点 ((，”,0 的径向童， 

r = y /(^- x ) 2 + ( r / - y ) 2 + (C — W - 

研究两种 情况： 


( a ) 曲面 5 不包围点 Or , y ， 2 ); ( b ) 曲面包围点 { x , y y z ). 


解（概要）这时的曲面积分的被积函数与 §8.15 的习题4375相同（不过那里不是 
在封闭曲面上积分).利用△(+)=()，在情况 （ a ) 时直接用奥斯特罗格拉茨基公式就 
得到被积函数恒等于0的三重分，从而知道 /( x , y , 2 ) = 0. 而在情况 （ b ) 时可以用上 
题中的挖洞方法，将 J ( x ， y ， z ) 的计算归结为以 ( x , y y z ) 为中心，以 e > 0为半径的球面 
外侧上的积分，即得到 I ( x iy , z ) = 4 n . □ 

注本题与 §8.13 的习题4329相似，具有明显的儿何意义.为此首先回顾在 §8.4.2 
的习题4050中引入的立体角概念，其中在命题 8.4 中已经给出了度量立体角的公式 
(8.7), 其中的积分就是本题的曲面积分，只是那里的 S 不必是封闭的.由此容易理解 
本题的 I ( x } y , z ) 就是自点 （: r ， 2 /， 4 看封闭曲面 S 的立体角度量，从而对在两种情况时 
的不同答案可作出几何解释.本题可参看 till 第三卷的653小节，其中还指出，当点 
( x , y ^) e 5时，若 S 于该点处光滑，则 /( x , y , z ) = 27 i . 

习题4393证 明：若 

Au= 0 + l^ + 0 , 

有界区域 K 的边界 S 为光滑曲面，则成立下列 公式： 

⑷ # 奈* dS = j|j Au d:r dg dz ; 

S V 

(b) § w l ^ d5 = llJ [( fe ) 2 + ( 當 ) 2 + ( 普 )1 dxd2/d2 + [[[▲—， 

S V V 

式中 zx 及其一阶和二阶偏导数是在区域 y + 5 上连续的函数，_为沿曲面 S 的外法 
线的导数. n 

解这两个公式都是三维空间的格林第一恒等式（也成为格林第一公式）的特例 
(参见 §8.13 的习题4332)，因此不妨先证明这个恒等式. 

格林第一恒等式设 v 具有与 u 相同的光滑性条件，则就成立 

S V 

+ JJJ vAu dx dy dz . 


V 


( 8 . 28 ) 


证明是简单的.只要将左边积分号下的写出为梯度向量 gradu 
与单位外法向最 ( cosa , cos /3, cos 7 )的标量积，然后用奥斯特罗格拉茨基公式即可得到: 


#^ dS= #Kf- COSa + 

S S 


鴦4+普 C0S7 ) 


dS 


=皿臺峰)+奸 t ) + 釙普) 卜— 

V 


然后将右边方括号内的表达式加以整理并分成两个积分就得到 (8.28). 


容易看出，若令 t ; 三1，就得到公式 （ a )， 若令 t ; = u ， 即可得到公式 （ b ). 口 


习题4394证明三维空间的格林第二恒等式（也称为格林第二公 式)： 

d 5， 

式中区域 V 以曲面5为边界， n 是曲面5的外法向最，而函数 u ( x , y , 2 ), v ^ y ^ z ) 在区 
域 V + S 上二阶连续 可微. 



解写出格林第一恒等式 （8.28), 又将其中的 u ， t ; 对换，两式相减即得 .口 


习题4395设函数 u = tx 0 r ， j /，2) 在某区域内具行连续的一阶和二阶导数，若 

△U = 4- 4 - = 0 

一 3x 2 + 办 2 + 如 2 U ’ 

则称 u ( x ， 仏 Z ) 为此区域内的调和函数. 

证明： 若有界区域 V 以光滑曲面 S 为边界， U 是此区域内的调和函数，则成立下列 
公式： 

( a ) §| M - d 5 = 0; 

(b) HI 隐 ) 2 + ( 當 ) 2 + ( 磬 )1 dxdydz = § u |^ d * S 

V s 

式中 n 为曲面 S 的外法向量. 

用公式 （ b ) 证明： 区域 V 内的调和函数由它在边界 S 上的值唯一确定. 


解公式 （ a ) 和 （ b ) 显然可从习题4393的两个公式得到. 

为证明区域 K 内的调和函数由其在边界 S 上的值唯一确定，只需要对于在 S 上恒 
等子0的调和函数 U 证明它在整个区域 V 上也恒等于 0 . 由公式 （ b ) 可见这时三重积分 
中的被积函数必须恒等于0 ,这就导出 u 在 V 内的所有偏导数处处恒等于0 ,因此只能 
是常值函数.由于在边界 S 上为0 ,因此在 K 内处处为 0. □ 
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习题4396 证明：若函数 u = u ( x ， y ， z ) 是以光滑曲面 *5 为边界的有界闭区域 V 
内的调和函数，贝 IJ 

♦， y ， 2 ) =忐# 卜 008( ^ ： -— + + •豢] dS ， 

S 

式中 r 是从区域 V 的内点 ( x , 2 /, z ) 引至曲面上的点 (^7^,0 的径向 S ， 

r= ^-x)2-f 

n 为曲面 S 在点 (^77,0 处的外法 向童. 

提示本题与 §8.13 的习题4335类似，其差别在于，在该题中 lnr 为二维的调和函 
数（见 §6.2.4 的习题3307)，而在本题中+为三维的调和函数（见习题 3311). 具体来说， 

即在习题4394提供的格林第二恒等式中用 v = j ： 代入.又由于在内点 ( x ， V ， z ) 处有 
奇点，因此需要从 V 中挖去以点 ( x ^ z ) 为心而半径 e > 0充分小的一个球使得它 
在区域 V 的内部.然后对于区域 K 用上述恒等式即可 .口 


习题4397 (平 均值定理） 证明： 若 t / = ? x (: r ， y ,2) 为一个球内的调和函数，此球的 
半径为/?，球心位于点 ( x 0 ， y 0 ， zd ), 则 

n{xQ,y 0 i z 0 ) = 4 ^ 2 毋 u(x } y,z)dS. 


提示可参考 §8.13 的习题4336的证明及其注1 .口 


习题 43 98 (极大值原理） 证明： 若有界闭区域 V 内的连续函数在 
此区域内部是调和函数，并且它不是常数，则此函数在区域内的点处不能达到最大值和 
最小值. 


提示 §8.13 的习题4337中的证明只依赖于相应维数的平均值定理，在其他方面与 
维数无关 .口 

习题4399 (阿基米徳原理） 设物体 V 全部浸没于液体中，利用帕斯卡定律 证明: 
液体的浮力等于物体所排开的液体的重量，其方向是竖直向上. 

解 如附图所示，问题就是求浸没在静止液体中的物体 V 
的表面 S 上所受压力的合力，这正是一个曲面积分问题. 

将液体的自由表面取为坐标面 a : Oy ， 使0^轴垂直向下. 

设液体密度为 P ， 重力加速度为仏则在深度为2的曲面面积元 
dS 上所受的压力的大小为其方向为曲面的内法线方 
向.若记曲面的外法线方向的方向余弦为 cosa ， cos 卢, cos 7 ,贝 1 J 
所受的压力为 



(—pgz cos oci — pgz cos 0 j — pgz cos 7 fe ) dS . 


习题 4399 的附图 



在曲面 S 上积分后就得到物体所受的合力为 




( w # 


2 cos a 


cLS) i - zcos / 3 dS ^ j - (M# 2cos7d5^ fc. 


对每个分董用奥斯特罗格拉茨基公式，就得到 


F = Oi Oj — (^pg JJJcLr dyAz ^ k 


=-pg\v\k, 

其中 |K| 为物体 F 的体积.这就是阿基米德原理 .口 

注1本题可参考 [ llj 第三卷的654小节的例题8)，其中还进一步证明，竖直向上 
的合力的作用线通过物体的几何重心. 

注2考虑到液休自由表面所受的压强 p u (通常这就是地球大气所施加的压强)，在 
面积元 d5 上所受的压力大小应修改为 （po + P M)dS. 这里用到帕斯卡定律，即外加压 
强将按照原来的大小传递到液体的所有部分.但从上述计算可见，这对于最后的结论 
(即阿基米德原理）没有影响. 

注3阿基米德原理对于没有自由面的情况仍然成立.这时对上述解法需作如下修 
改，即将坐标面 xO? /取在物体之上液体的任何水平面上，假定这里的压强为然后再 
进行计算即可.注意这时的压强仍然是坐标2的线性函数. 

习题4400 (波动方程的基尔 S 夫公 式） 设 S t 是动球面（《— rr) 2 + (r; — 2/) 2 + (( - 
z ) 2 = t \ 而函数 m . vx ) 为二阶连续可微①， 证明： 函数 

n(x,y,z,t) = 士毋 M^0_ dSt 

满足波动方程 St 


d 2 u , d 2 u . d 2 u _ d 2 u 

^ ~ d ^ ' d ?'~ IF 

和初始条件 u| t=0 = 0, = f ( x ， y 、 z ). 

解 在球面&上用以点 ( x iVl z ) 为中心的球面坐标，将的基尔祺夫公 
式改写为 

电 y , ^ t ) = 4JU L /(X + 從， 2/ + 欣， z + 切 3) sin p 如， (8.29) 

其中为简明起见记 = sin v?cos 0, 02 = sin i/psin0, /? 3 = cosp， 而 (Pi, 02,03) = ti 即 
是 &的单 位外法向蛩. 

由等式 (8.29) 即可见满足条件 u| t=0 = 0. 又将此等式对 f 求导得到 

①在 《习题集》中对本题只假设/连续，这个条件是不够的，除非要在广义解的意义上来理解.为保持本 
题的初等性质，这里将/的条件增强为二阶连续可微. 
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du{x,y,zj)_ = ^ / (x + ^, y + ^ 2 + 1^) sin^ d^p 

+ 去 ⑽ 1 + 如 2 七 /3^3) sin ^ d ^). 

令尤 = 0 代入即可见满足条件 |^| f=o = /( x , y , z )®. 

将拉普拉斯算子△ = 4 + | + ^■作用于（ 8 . 29 )的两边，就得到 

Aw = f d0 (/{\ + /A + /^3) 如 V 5 dy? 

= ^U § (/ n +/22 + ^3) d 5 t . 


(8.30) 


(8.31) 


为求 u 对于 《 的二阶偏导数，先将等式 (8.30) 改写成曲面积分的形式，并对其右边 
的曲面积分用奥斯特罗格拉茨基公式，这样就得到 

普 = Y + -7~7(£f) Wl + /冰 + /3&) d5t 


其中 


士| (’ 冰 

十忐，⑴， 

/ W = Jj }(/ n +/22+ y 33)^ d 7 7 dC 


4 nt 


轉 ) 

~dT 


右边的积分区域 K 是球面所包围的球体. 

然后即可对 t 求导得到 

最后将的三重积分用球坐标写为三次积分，就有 

7( t ) = £ drJ ^ d 0 £(/[ + /& + f ^) r 2 sin ^ dcp , 

其中右边的变量 t 只出现在对 r 积分的上限中，因此即可求出 

dI ^ = fo d0 L ^ 1 ++ ^ ，3 ^ 2 sin ^ d< ^ 


1 


4对 


~dT 


dt 


= ffc (/ n +/^2 + ^3) d 5 e , 


将此式代入 _ 的表达式中，并与 （8.31) 作比较，即可看出用基尔霍夫公式表示的 
u ( a :，2/， 2 , t ) 满足波动方程 .口 


①由于基尔霍夫公式在 t = 0时没有定义，因此初始条件应理解为在 t 0的意义上 满足. 


§8.17 场论初步（习題 4401.1-4462) 
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§8.17 场论初步（习題 4401.1-4462) 


内容简介 本节的习题按照场论中的梯度、散度、旋度、通董、环量和有势场等基 
本概念分成小节，并在补注小节中讨论最后两个较为困难的习题. 

场论的参考材料除了 [llj 的 §18.4 之外，可看 [33] 的第十四章和 [20] 的第六章. 


8-17.1 梯度计算（习题 4401.1-4419) 


梯度是对于标景场（也称为数量场）的一种刻画.从场论的角度看，对于给定的连续 
可微的标量场 tz = uix ^ z ), 定义其梯度向暈为 

在场论中也经常使用微分算子 



于是梯度就可£为 Vu®. 

在连续可微的标燉场 u 的定义域的每一点处有梯度向 ffl, 这样就得到一个向 fi 场, 
即梯度场.根据定义，梯度场是有势场， u 就是该向贵场的一个势函数. 


习题 4401.2 设1/ =怎2/-2 2 ，求 8 1*8^11在点馗(-9，12，10)的大小和方向.沿坐标 
角 xOy 的等分线方向的导数 t 等于什么？ 


解 根据定义求导得到 

grad u = (y，x，_2z), 

在点 M 处则为 gradti(M) = (12, -9, -20). 它的模长为 


|| gradti(M)|| = y /144 + 81 + 400 = 25, 


方向余弦为 


cos a =醫 


cos 0 = cos7 = 


， _± 
一 5 


为了求点 M 处沿坐标角 xOy 的等分线方向的导数，先求该方向的单位向童 

卜 (# ，寺 4 

然后就有 

普 L =grad 料卜 12 .# 


-9 


^ -20*0= 3v ^ 


2 


2 


□ 


习题4404作标最场 

U = y/x 2 + + (Z + 8) 2 + y/x 2 + y 2 + (2 — 8) 2 

的等值面.求通过点 M (9, 12, 28) 的等值面.在区域3； 2 + 2/ 2 + 2 2 <36内11^乂11等于什 
么？ 

①与方向导数相联系，在 §6.2.6 已经引入梯度的概念.建议初学者复习该小节的前言和习题，其中包括梯 
度的基本性质和它与方向导数的关系. 
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解用一点中学数学的平面解析几何知识己经足够解决本题. 

的值就是点 { x , y , z ) 到点（0,0, 一 8) 和 (0,0,8) 的距离之和.由于这两点的 
距离为16,根据距离的三点不等式，可见 u 彡 16. 

对于16,则只有连接上述两个点的直线段上的点满足这个要求.因此等值面退 
化为直线段. 


对于 u > 16的等值面，可先求坐标面 xOz 与该等值面 
的交线（参见附图).由于它是焦点已给定的椭圆曲线，就 
可按照 u 的定义求出椭圆的长半轴为 a = 短半轴为 

b = y ^--64, 因此就得到椭圆的标准方程为 



(u > 16). 


将上式中的: r 2 换为 a : 2 +沪，就得到 tx 的等值面为旋转椭 球面: 



(u > 16). 


为求经过点 M (9,12,28) 的等值面，只要求出 u (9，12,28) 
入上式就得到所求的等值面为 



= 25 + 39 = 64,然后代 


960 + 1024 = 1 - 

在满足条件 a : 2 + y 2 + d < S 6 时，根据上述等值面即可看出 u 的最大值一定在此 
不等式成立等号时达到.下面对此给出计算和证明. 


先看出取 rr 2 + s/ 2 = 36, 2 = 0,就得到 u = 20. 下面将证明它就是在约束条件 
x 2 + 2/ 2 + d <36 下 u 的最大值. 

为此可利用前述等值面方程，即有 

^ ^{x 2 + y 2 + z 2 ) < 誓 . 36 . 

两边约去 f 并加以整理就得到 V 彡400,即 u < 20. 还可以看出当且仅当2 = 0时 
u = 20 . □ 


习题4407精确到高阶无穷小 S ， 求在点 M 0 ( xo , yo , z 0 ) 处之两个无限接近的等值 
面 

u{x,y, z) = c ， 及 u(x, 2 /,z) = c + Ac 
之间的距离，其中 u ( x 0 , y 0 , zo ) = c ( gradu ( x 0 ,!/ oi ^ o ) ^ 0). 

解点 M 0 (x 0 ,y 0 ^o) 到等值面 u(o: ， y, 2 ) = c + Ac 的距离就是点到该等值面 
上的点 M ( x ， y ， 2 ) 的距离之最小值.记 r = y/lx ^ Xo )2 + 一卯尸 + ( 2 一 2[} )2, 则需要 
求 r 2 在约束条件? i( ： r ， y ， 2：) = c + Ac 下的最小 值点. 



§8.17 场论初步（习題 4401.1—4462) 
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由简单的点集拓扑概念知道，等值面上的点全体成为一个闭集，而点到闭集的最小 
值必可达到，因此上述最小值点存在 

由函数 u 的连续可微性可知，最小值点将随着 Ac^O 而趋于点 M). 于是当 Ac 的 
绝对值充分小时，根据 gradn(Mo) 不是零向量的条件，在最小值点处的梯度向量也不会 
是零向蛩，因此可以用 §6.7.2 的拉格朗日乘子法于上述条件极值问题（参看命题 6.6 和 
6.7). 

作拉格朗日函数 

L - r 2 - X(u{x y y、z、— c- Ac), 

则得到驻点方程为 

2(x — Xo) — = 2(y — p 0 ) — \u' y = 2(z — Zo) — Xu f z = 0. 

这个方程组表明，从 M) 到最小值点的径向 fi 

{x-x 0l y-y 0 ,z- zo) 

在相差髙阶无 穷小蛩 的意义上与点 M 0 处的梯度向量共线.由于梯度的模就是在梯度方 
向上的方向导数的绝对值，因此从方向导数的定义可见， 在点 M 0 处所求的等值面之间 
的距离在相差高阶无穷小盘的意义上等于 

r _ 1^1 n 

一 ||gradu(Af 0 )r 

习题 4414.2 证明： 若函数 ix = u(x, z) 在凸区域内可微，且 || gradu || ^ M , 
其中 M 为常数，则对于0中任意两点 有： 

|u ⑷- u (列 

式中 p{A, B) 为欠与 S 两点之间的距离. 

解 将点 AS 分别记为 （x 0 ,2/ 0 y 0 ) 和 (x u y uZl ), 定义从点災到点5的直线方程 
a : ⑷= a : 0 十 t(x x - x 0 ), y{t) = yo + t(y x - y 0 ), z(t) = zq -h t(zi - zo) (0 ^ ^ 1), 

然后定义复合函数 F(Q = u{x(t),y[t), z{t)) (0 < t $ 1), 则 u(A) = F(0), u{B) = F(l), 
且知道 F (0 在 [0, lj 上连续，在 （0,1) 上可微，因此根据拉格朗日微分中值定理，存在 
0<(<1，使得 

u { B )^ u { A ) = _F(1) — F { 0 )= 尸 ，(《)• 

利用复合函数求导的链式法则，就有 

F， (0 = <(xi - Xo) + u f v {yi - |/ 0 ) + v! z {z\ - 2 0 ), 

其中 u 的三个偏导数是在点 （x(€),y(0, 咐 )） 处取值. 

最后用柯西不等式作估计 就得到所要求的 不 等式： 

| w ( S ) - u { A )\ = f ⑹ I < 04 2 + u ' y 2 + < 2 • V(xi - x 0 ) 2 (yi - y 0 ) 2 4 - (zi - z 0 ) 2 

彡 Mp ( A , B ). □ 

® 在引入空间点集的开和闭的概念之后，即可证明点到闭集的距离，无论该闭集有界还是无界，都一定可 
以达到. 
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注将本题与 §6.2.1 的习题3254作比较，差别只在于本题对 u 加上可微条件，从 
而可以用复合函数的链式法则，所得的结论比那里好，而证明还比那里简单得多. 

习题 4415( a ) 对于函数 U =以( 2 ：， 2 /, 2 )，写出 gradw 在圆柱坐标系中的表达式. 

解先要求出在空间的点 ( x lV , z ) 处按柱坐标系生成的单位向量心，％和 e 2 . 
以心为例，它是当 p 和2固定而 r 变化时得到的坐标线的单位切向 S . 从柱坐标 

代换 

x = r cos cp , y = r sin (/3, z = z 
对 r 求导，即可求出 e r = ( cossinp ，0). 

同样可求出 e # = (- sin ip , cos (> p ，0)， e z = (0,0,1). 

然后需要将 gradu = 投影到上述三个单位向量上去.由于它们相互正 

交，为此只要分别作标暈积即可.作如下 计算： 

< = V； x - X r r + Uy • 2/r + < - 4 

= u' x cos ifi + u' y sirup = grad u - e r , 

= u' x - 4- Uy - + u' z - 

= u^—r sirup ) + u' y r cos tp = r grad u - e 屮、 
u r z = grad u - e Zy 

就可得到 

grad u = (grad u • e r ) e r + (grad u - e ^) 4- (grad u - e z ) e z 

=+ jrK e ^ + u l e : .口 

注柱坐标以及球坐标都是更为一般的正交坐标的特例.仿照 §8.17.2 的习题 
4434,可以考虑用正交坐标表示梯度向 SgradF 的更为一般的问题，其中 F 为 
连续可微的标量场. 

引用习题4434的记号，在得到 e u , e „， eu; 和 L , M , N 之后，只需要求出 gradF 与 
这些单位向量的标量积. 

根据复合函数求导的链式法则，就可以得到 

K = K ' X f u - bF i y - y , u + F f z - z , u = gradF •普= LgradF - e ,, 

K = F x ' x v ^ K ' yv ^ F ， z' z v = gra ^ dF - = MgradF - e v , 

K = K • x ’w + K • y’w + F ’z • z ’w = gradF， 'dw = N s radF . e 切， 

于是就有 

gradF = + 士 Ke w . 

对于柱坐标有 L = N = l,M = r 1 因此就得到前面的结果. 



习题4416求场 + + 4 在已知点 M ( x , y ,2) 处沿此点的径向量 r 之 

方向的导数.在怎样的情况此导数等于梯度的模. 


先求出梯度向量 


(彔，普，莩)， 


然后写出 r = ( x , y , z ) 的方向余弦(子 H ), 就可以得到所要的方向导数 

dr a 2 r ^ b 2 r ^ c 2 r r • 

要使得方向导数等于梯度的模，也就是达到最大值，只有当该方向为梯度方向时才 
可能，这就是以下两个向银 平行： 

(m) II (*» y> *)• 

由此可见， 若 a = b = c (按惯例它们均取正数)，则任何点的径向跫方向的导数都达 
到最大值. 

对于此条件不成立的情况，则当 a ，6 ，c 中只有两个相等时，例如 a = 6 ^ c , 则在 
2 = 0的平面上的点，沿径向量方向的导数达到最大值. 

对于 a , 6, c 全不相等的情况（此时 u =常数为三轴椭球面)，在三个坐标轴上的点沿 
径向觉方向的导数达到敁大值 .□ 

解2在解1中利用了梯度与方向导数的关系，但这并非必要.如解1中求出的梯 
度向最可计算得到其模为 _ 

||grad U ||=2 v /^- + |i + -g-. 

因此当= = || gradu || 时就得到等式 

然而将上式左边写成两组数的乘积之和，然后用柯西不等式即可得到 


含 =x ■含切 ■蚤 •含 


< \/工 2 十以 2 +之 2 • 


~z 

b 4 


这表明目前的柯西不等式以等号成立，而这只有当两组数成比例时才可能发生.于是就 
导致与解1相同的等式与结论（参见 §2.7.2 的习题1293及其注) .口 


8.17.2 散度计算（习题 4420-4434) 


散度是对于向量场的一种刻画.对于连续可微的向量场 a = (%,%,〜）定义其散 


度为 
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diva = ¥ + 备 + 合. 

ax ay az 

在场论中也经常用微分算子 ▽ 将散度记为 a . 

在连续可微的向量场 a 的定义域中考虑每一个点处的散度，就得到散度场.它是一 
个标量场. 


在 §8.16 中的奥斯特罗格拉茨基公式在场论中经常写成为 



a n dS = |Jj divadx dy dz, 


其中‘ =a . n 是向 S a 在 5 的外法线方向上的投影. 


习题4421用直接计算的方法 证明： 向量场 a 的散度与直角坐标系的选择无关. 


解为记号简单且便于用线性代数知识起见，这里对一般的 n 维空间中作出证明. 
设原来的直角坐标系中相互正交的单位向最系为 ei (i =〖，••• ， n )， 空间中点的坐 
标为（工1，… ，无 n ). 向量场 a = ( ai , ••-，如)， 其中 >^ n ) G = l ，... ，打）为 

连续可微函数.散度为 diva = 

t=l 

现在选用新的直角坐标系 ®， 其中相互正交的单位向量系为< ( i = 1， •…， n ), 空间 
中点的新坐标为 （<,••• r x f n ). 坐标变换公式为 

n 

x， i = ai ^ (i = V "， n )， 

于是在新坐标系中向貴场，<)，其中 

n 

a : = G L …， n ). 

•7=1 

由于上述变换中的系数组成的矩阵 4 为实正交阵，因此火- 1 = .于 

是逆变换公式为 

n 

X i=^2 a j iX J = 

J =1 

这样就可以计算新坐标系中的向量场 a 的散度 如下： 

ti -v / Ti n nn ^ 

t=l J=1 fc=l 1 1=1 J=l fc=l 

= EE(f>_) 备 . 

j = l Ai = l t = 1 


® 由于在平移变换下的不变性是平凡的，这里的原点不作变动. 


w ▼ 

由于矩阵 A 为正交阵，各行相互正交，而模均等于1，因此上式中的;仅当 
) = fc 时为1， 而当： / fc 时为 0. 这样就得到所要求证明的 等式： 


3a 二 ddj 

t=i • j=i ^ 


即散度的定义与直角坐标系的选择无关 .口 

注对于 n = 3的情况，又可将本题看成为后面的习题4434的 特例. 按照那里的 
记号，由于 ds 2 = dz 2 + dy 2 + dz 2 = dx / j 2 + dx ? + dxf , 因此 L = M = N = 从而就 

得到 diva = ^ . 


习® 4422 证明: 


div a ( M ) = ◦+毋 a n d *?, 


其中 S 表示包围点 M 的封闭曲面， V 是该曲面所围区域的体积, 
量， d ( S ) 为曲面5的直径. 


为曲面 *5 的外法向 


解题中的&是向量 a 在 n 方向的投影.将封闭曲面 S 所围区域记为仏用奥斯 
特罗格拉茨基公式就得到 

^|) a n d 5 = HI div a dx dy dz , 
s n 

然后对右边的三重积分用积分中值定理，即存在点 C € fi ， 使得上式右边等于 
diva ( C )- K . 两边除以 V ，令 d ( S ) — 0, 则点 C 7 趋于点 Af ， 即得所求的公式 .口 

注本题的结论表明散度与直角坐标系的选择无关，因此相当于对习题4421所要 
的结论给出一个新的证明，但不是通过直接计算的方法. 


习题 4423.2 求 


i i 




解直接计算得到 


M (瞀-鲁 M 砮-詧 M 昝-脊 ) fc ] 

dx \ dy dz ) dy \ dz dx / dz V dx dy ) 

= d 2 u z _ , d 2 u x — d 2 uj z d 2 u y — d 2 u) x = n 

dxdy dxdz dydz dydx dzdx dzdy ’ 

其中利用了向量场 cj 为二阶连续可微的条件，因此它的所有二阶混合偏导数均与求导 

顺序无关 .口 



注利用旋度概念，题中的行列式就是向景场 0 ；的旋度场 rota ;, 因此本题证明了 
div ( rota ;) = 0,即旋度场必定是无源场.这在 §8.16 的习题4381的注中已经提到过，又 
见于后面的习题 44 39( b ). 

习题4425求 div ( gradw ). 

解直接计算得到 

div(gradu ) = ) + 音 ( 勢 )+ 去 (| ) = 旮 + 眘 + 0 = □ 

注本题的结论是一个常用的公式，也可记为 ▽ • (Vu) = Au , 或者按照算子符号 
记为 V 2 = ▽ _ ▽ = 

习题4431设流体充满空间并以恒定角速度 a ; 沿逆时针方向绕02轴旋转，求速 
度向量 t ; 和加速度向童议在给定时刻在空间点 M(x，y，z) 处的散度. 

解在旋转轴上取某点为原点0,将角速度用向童 u ; = 0 i + 0 j + 
cuk 表示.用 r * = xi .+ yj + zfc 表示从 O 到空间点 M(x,y f z ) 的径向 
S, 则在该点的速度向暈 V 与和 r 都正交（参见附图).记它们的夹 
角为0，则速度的大小为 || r ||. cosine , 因此就有 

i j k 

v = u; x r = 0 0 u) = 一 ojyi + uxj. 

x y z 习題 4431 的附图 

由此即可求出速度向量 t ; 的散度为 

divv = 0. 

由于径向量 r 的端点 M 作匀速圆周运动，即可知其（向心）加速度向暈为指向仏 
轴且大小等于 c ^ v ^ T ^， 因此用向 S 表出为 

w = -u 2 xi - uj 2 yj y 

于是就可求出其散度为 divti ； = —2 w 2 .口 

习题4433求由极坐标 r 与 p 表示的平面向最 a = a ( r ， ⑷之散 度的表达式. 

解1利用 x = r cos (p, y = rsinp 对 r 求偏导，可求出在 p 不变时的向量线 （ BP 矢 
径方向）的单位向量 e r = CO s # + sin <^\ 又将上述两式对 p 求偏导，可求出在 r •不变 
时的向量线（即以原点为中心的圆周）的单位向最= — sin # + cos ipj. 

将给定的平面向最场 a{r yl p) 向上述两个方向投影，得到 

a ( r ， p ) = a r ( r , ip)e r + a^r, ip)e 屮. 

问题就是如何用 a r 和 cv 来计算散度 diva . 将 e r 和~的表达式代入 a ( r , 的上述等 
式的右边，即可得到它在直角坐标系中的表达式为 

a = a x i -+- a y j = (dr cos (/? 一 〜 sin ip)i 4 - (dr sin p 〜cos ip)j. 





为了计算上述两个方向的分量对: C 和 2 /的偏导数，需要先写出以下等式: 

，； = f = COS( P, r p = V= sin ^ < = 一 ^ ■ = 4 ^ 


cos v ? 


然后即可计算 如下: 


diva = -^-( a r cos <^ — sin <^) -f ( a r sin ip + cos ( p ) 


= 吾 ( a r cos ip -〜sin + ^-( a r cos (f - a ^, sin ip )( p' x 


+ 冬 


务 (Or sin p + a * cos ip ) r' y + 音 ( a r sin p 十 a # cos ip ) ip' y 






da r 

—"5T 


a r + 


合 □ 

dip 


习題 4433 的附困 


解 2 用格林公式可给出一个计算较简单的证明 . y 
其中 e r ， e v ， a r ， ％，如和 a y 与解 1 相同. Cv \\/ e . 

取极坐标系的点 ( r 0 ,^ o ), 如附图所示作出等值线 /syC 

r = r 0 , r = r 0 + Ar , 9 = p 0 , 必 =+ △<， 其中增最 / °^<^\ 

Ar > 0, > 0. 这样就围成图中的灰色区域，在相差 \ 

髙阶无穷小 m 时可以作为矩形来看待.将该区域记为5， 

其边界的正方向围线记为 c ， 则可以用格林公式的第二 o x 

形式（见 §8.12.3 的命题 8.6 的公式 (8.13)) 得到 习题4433的附图 

IJ + ~^ y ~) 如办 = ^ c I a：c cos ( n ， x ) + a y cos ( n , y )] d5 . 

在相差高阶无 S 穷小量的意义上，上式左边等于在点 ( r 0 ,^ o ) 的散度乘以区域 S 的面积. 
将5看成矩形，其两边长为面积就是 rArA ^ p . 

右边则是在四段边界曲线上的积分.先看 r = ro + Ar 上的一段边界.在相差高 
阶无穷小量的意义上这时的外法向置可看成为曲线段上某个点的而积分表达式 
a x cos ( n , x ) 4- a y cos ( n , y ) 就是向量 a 在此单位向量上的投影 a n , 也就是 Or , 其中变量 
r = r 0 + Ar . 由于曲线段长度可用 （ r 0 + Ar ) Ap 来代替，因此积分为 ( ra r A (^) . 

r=r 0 +Ar 

对于 r = a 上的一段边界，其外法向 M 为 - e r ， 相应的积分为 — r ar A4p / 将这两段 
曲线上的积分相加，就可将其主部写为 

誓△一 • 

对 p =仰和 W =抑+ △# 上的两段曲线的积分作类似的讨论，就得到 

^ f ArA ^- 

等置以上结果，除以 ArAcp 并令 Ar 2 + — 0 ,又利用 （ r 0 , 妁）的任意性，就有 


.= r 0 +Ar 
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diva = 


d { ra r ) 3〜 

dr d(p 


□ 


习题4434 设为正交曲线坐标，且 

X = f(u, v,w), y = g(u ， v,w) t z = h(u, v, w )， 
用坐标 表示 diw a{x,y,z). 

作为特殊情形，求 diva 在柱坐标和球坐标下的表达式. 


解如习题4433所示，以下将采用该题的解2中的方法. 

仿照习题4433以及 §8.17.1 的习题 4415( a ), 先求出在空间的点 ( x , y , z ) 按照新的 
坐标系生成的单位向量 e u , e v ， e ^. 


记径向量为 r = U { n , v , w ), g { u , v , w ) M ^ v , w )\ 则就可得到沿坐标线的切向量 



将它们的模分别记为 L ， M ， AT ， 于是就得到 


ev = ir^ 




“ = 士|， 

根据题设条件，它们相互正交. 

将向量 a ( x ， y ， z ) 通过标量积计算投影到上述二个方向上得到 

ol = a u e u 4- a v e v + a w e W) 


以下的问题是如何计算散度 diva . 

任意取定参数值 t / o ^ o ^ o , 并取充分小的增量 Au > 0, At ; > 0, > 0,作出等 

值面 u = u 0f u = uo-h Au , v = vo, v = v 0 -h Avy w = w 0 , w = w 0 -h Aw, 则在相差髙阶 
无穷小的意义上围成一个小的平行六面体 V . 将它的外侧边界面记为&根据奥斯特罗 
格拉茨基公式得到 

xdydz =^) a n dS . (8.32) 

这时左边在相差髙阶无穷小量的意义上就是体积 LMN 与 diw a ( u 0) v 0) z 0 ) 
的乘积.右边则需要分别考察6个面上的通量. 


|||divad 


先观察在 u = u 0 + ^ u 的等值面上的通最.在相差高阶无穷小贵的意义上，这时 
的外侧单位法向量 n 就是 e u ， 因此 a n = a • n = a uy 曲面面积为 MNAv Aw . 于是通 
量就是 MNa u Av Aiy , 其中的自变量 u = Uq -\- Au . 而在 u = ilq 的等值面上的通量为 
- MNa u ^v Aw , 其中的自变 Su = iio . 这两个面上的通董之和就是 

去 (MNa u )AuAv Aw. 

对于其余四个面的通量作类似的计算，这样就求出了流过封闭曲面 S 的总通量. 

将以上计算结果代入 (8.32) 的两边，约去并令 (Au)H{Av) 2 + {Aw ) 2 
0 ,就得到 

diva = LW [ 壳 ㈨ 氣 )+ 去 ( 心〜)十去 (版 〜). 


有了这个一般公式之后，对于具体的正交曲线坐标％ % %只需要求出 L ， M ， AT . 这 


时利用 r = C /*， S ， W 可得到 


I 


d ? i ；. 


又利用正交性条件，就有 

ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 = ||dr|| 2 = L 2 du 2 + M 2 dv 2 N 2 dw 2 y 
即有可能提供一个较为方便的计算方法. 

对于柱坐标系 (r, (p, z), 由 a: = rcosp, y = rsin 2 = 2 ： 即可求得 

ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 = dr 2 + r 2 dip 2 -f dz 2 y 
因此 1 = iV = 1, M = r , 这样就有 

r dr r d^p dz 

对于球坐标系 (r,ip,0) y 由 x = r sin ip cos 9, y = rs\iupsin9 y z = r cos cp 即可求得 

ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz 2 = dr 2 + r 2 dc^ 2 + r 2 sin 2 p d0 2 ， 

因此 L = I， M = r, N = rsirup, 这样就有 




3( a ^ sin ( f ) 


rsinip 


7i^T7 普 . 口 


注关于曲线坐标下的向谩运算可以参考丨 33] 的 §14.1 之5和 [201 的 §6.17. 


8.17.3 旋度计算（习题 4435-4441.2) 

旋度是对向量场在散度之外的又一种刻画.对于连续可微的向 © 场 a = ( a x ， ai / ， a 2 ：) 
定义其旋度为 

I i i k I 


r ° ta= 石 ¥ X • 
a x a y a z 

在场论中也经常用微分算子 ▽ 将旋度记为 ▽ x a . 

在连续可微的向量场 a 的定义域的每一个点处有旋度，这样就得到旋度场.它是一 
个向量场. 

在 §8.15 中的斯托克斯公式在场论中经常写成为 

^ a • dr = || (rot a )„ dS 

其中左边积分的被积表达式即是 a x dx ^ aydy + a , dz , 右边积分的被积函数是旋度在 
S 的指定一侧的法线方向上的投影.如 §8.15 所示， S 的指定侧的法向量与其边界曲线 
C 的取向满足右手法则. 

习题4439求： （ a ) rot ( gradn ); ( b ) div ( rota ). 

分析本题的计算是容易的，但要重视它们的意义.题 （ a ) 的答案是0 (零向量)，它 
表明有势场必定是无旋场.题 （ b ) 的答案也是0,它表明旋度场一定是无源场.可以证 
明，在空间区域为单连通的条件下，上述两个结论的逆也是正确的 .口 


= 1 


去 • 
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习题4440设流体充满空间并以恒定角速度 w 绕轴 i ( cosa , cos ^， cos 7) 旋转.求 
速度向童 v 在给定时刻在空间点 M { x , y , z ) 处的旋度_ 

解（概要）将本题与 §8.17.2 的习题4431比较，同时参考其附图，可见只要将那里 
的角速度向景 u ; 修改为本题的 u ; i ， 就仍然可以按照公式 V = u ; x r 求出它的各个分最. 
以下从略 .口 


习题 4441.1 求由极坐标 r 和 p 表示的平面向量场 a = a ( r ， p ) 的旋度的表达式. 

提示本题与 §8.17.2 的习题4433类似，建议用该题的解2中的方法（参考其附 
图).对于平面向暈场 a = + ，其中与^无关，因此按照旋度定义即可得到 

一[誓-钟， 

然后仿照习题4433的解2用格林公式即可 •口 


习题 4441.2 写出 rot a { x iy , z ) 在下列坐标系中的表 达式: 
( a ) 圆柱坐 标系； （ b ) 球坐标系. 


解（概要）如在 §8.17.1 的习题 4415( a ) 的注中所示，柱坐标系和球坐标系都是正 
交曲线坐标系的 特例. 因此这里将如该题的注和 §8.17.2 的习题4434中那样，直接对一 
般的正交曲线蜥标系求出解答，然后本题的两种情况就只是它的推论了 • 

设有 X = f ( u , v , w ), y = g ( u , v , w ), z = h ( u , v , w ), 且已知 u , v,w 为正交曲线來标 • 
引用习题4434的记号，在得到 e u , ，〜和 L ， M , TV 之后，将向景场 a 表示为 


CL = + CLv^V 

问题是如何计算旋度向跫 rot a 在坐标系 e u ，“上的各个分最. 

由于对于三个分景的计算方法相同，只叙述如何求在心上的分量.任意取定参数 
值并取充分小的增景， △” 〉0, △!/； > 0,在等值面 U = Uq 上由等值面 I ； = v 0 , 
v = vo + Aij , w = wo , ti ; = i /； o 十围成在相差高阶无穷小的意义上的矩形5,它的法 
线与其中某个点的方向〜也只相差高阶无穷小贵.将 S 的边界记为 C ， 其取向 与〜符 


合右手法则.然后用斯托克斯公式进行计算即可（参看习题4433的附图 )• 
最后可将三个分童的结果用行列式综合 如下： 


rot a = 



nT Bv 

_ 3 _ 

Mdjj 



8.17.4 通量计算（习题 4442.1-4451) 


设有连续可微的向量场 a = ( a x , a v , a 2 ), 则将积分 


On dS = || (a x cos a + a y cos 0 -b a z cos 7 ) dS 


称为向最场 a 在 *5 的单位法向暈 n = ( cosa , cos /3 ? cos7 ) 方向上通过曲面 5 的通量（也 
称为流量). 

奥斯特罗格拉茨基公式的向量形式为 

(||) a n dS = HI divadx dy dz , 
s J v 

它可用于 s 为封闭曲面的情况的通量计算（前提是 S 所包围的区域 K 完全落在向 S 场 
a 的定义域内)，同时这个公式揭示了通量与散度之间的关系. 

习题 4442.1 求径向量 r 的通 量：⑷ 通过圆锥体 x 2 + y 2 ^ z 2 (0 ^ z ^ h ) 的侧 
面； （ b ) 通过此圆锥面的底面. 

解这里的向量场为 r = ( x , y , z ). 

( a ) 记所说的圆锥体的侧表面为&，取相对于圆锥体的外侧，则通 t 计饵公式为 

JJ r n dS = II (x cos a + y cos /3 -H z cos ，) d * S . 

Si 

由于锥面上从顶点到任何一点的径向置 （ 对本题即 r ) 与法向最打= ( cosa ， cos 久 cos7 ) 
正交（参见 §8.16 的习题4383中对于一般锥面的讨论)，因此上述积分的被积函数恒等 
于0,通最当然等于 0. 

( b ) 将圆锥体的底面记为为，则 n = (0,0,1). 在底面 x 2 - hy 2 ^ h 2 lZ = h 上处处 
有 r n = / I ，因此通暈为 

|| r n d 5 = / i | Jd 5 = 7 i / i 3 . □ 

S2 S2 

注顺便介绍题 （ b ) 的另一个计算方法. 

在已求出 通过氏 的通最时，也可以用奥斯特罗格拉茨基公式求出通过圆锥体全表 
面外侧的通量，然后减去 通过& 的通量，即可得到通过&的通量.作为验证，将圆锥体 
记为 k ， 其体积记为 na 则可计算通过全表面外侧的通量如下： 

JI r n dS = HI divr dx dy dz = 3 \ V \ = 3 - y/i - nh 2 = nh 3 . 

SiUS 2 v 

习题 4446 证明：向量场 a 通过由方程 r = r ( u , v ) { u , v ) G Q 给出的曲面 *5 的通 
贵等于 


JJa n d 5 = ||( a |^-|-) d ^ dt ;, 


式中知 = a • n ， n 为曲面 S 的单位法向量①. 


①三个向量 a ， b ， c 的混合积 (a x 6) - c = a • (6 X c) 可记为 （ a ， 6 ， c) 或 (abc). 
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解由于在曲面的双参数方程的表示中，■和 t 与法向量垂直，因此它们的向 
量积与法向量共线.又由于 d 5 = VEG -F^dudv (参看 §8.4 的前言)，而 VEG - F 2 
即是上述向暈积的模，因此就得到 

n = 土 



VEG^ 

从而就得到所要求证的 等式： _ 

|| a n dS = || a - n\JEG — F 2 du dv 
s n 

=± \\ ( a . H ) dwd?； ， 

n 

其中积分前的正负号需要根据 •§ 的指定侧和具体的双参数方程来选取 .口 


最. 


习题4447求向最场 a = ( m 为常数）通过包围坐标原点的封闭曲面 S 的通 


解取 n 为封闭曲面 S 外侧的单位法向暈，由于 

a „ = a • n = ■(子 • n ) = ^ cos ( r , n ), 

因此己将木题归结为 §8.16 的习题4392的高斯积分之情况 （ b ), 可见所求的通最 
Q = 4 nm . □ 


习题4448已知向暈场 ^ 

a ( r ) = ^ grad (- 1 | 7 ), 
t=l 

其中 q 为常数， n 为点 M (点源）距动点 M ( r ) 的距离.求此向量场通过包围点 
(i = 1，…， n ) 的封闭曲面 S 的通最. 

提示利用 §8.17.2 的习题4425,有 div ( gradti ) = Au , 而已知士是以从为奇点 
的调和函数，因此在封闭曲面 S 内部除了 n 个奇点抓 （i == 1， • • • ， nfk 外，向暈场 a 的 
散度处处为 0. 利用挖洞法，在 S 包围的区域中将以从 （i = l ,-.., n ) 为中心半径充 
分小的 n 个球挖去.在所余的区域上用奥斯特罗格拉茨基公式可知通 S 为0,从而通 
过封闭曲面 S 的通量等于通过上述 n 个小球的边界面的通3之和，而后者是不难计算 
的 •口 


习题4449证明: 


d5 = JU V 2 u dx dy d; 


式中曲面 S 是区域 V 的边界面. 


提示由 §8.17.2 的习题4425,有 V 2 = △, 因此本题与 §8.16 的习题 4393( a ) 相 
同. □ 




习题4450 (热传导方程）在温度场 u 内，在单位时间内通过面微元 dS 的热量为 

dQ = 一 kn. grad u d 5, 

其中 / b 为热导率， n 为曲面 S 的单位法向 ft , 求在单位时间内物体 F 所吸收的热量.研 
究温度上升的速度，从而推出物体温度所满足的方程. 

解在 d (? 的表达式中的负号代表热量的传递是从温度高处向温度低处进行.由题 
设可知，在单位时间内通过边界面的热量为 

Q = 一 # 左 g 1 *^ u * n 

将它改变符号就得到通过边界面进入物体的热童，即物体 V 所吸收的热量. 

对- Q 用奥斯特罗格拉茨基公式得到 

k grad u - ndS = ||| div(fc gra.du)dxdy dz. 
s v 

另一方面，物体中的体积元 drcdyck 在时间出内吸收的热最与其质量和上升的温度 du 
成正比，即有 

cdu - pdxdydz = cp^-dx Ay dz dt y 

其中 c 为物体的比热（质 fi 热容 )， p 为密度.于是在单位时间内物体吸收的热量为 

jjjcp 普 da : dydz. 

V 

在物体内部没有热源时，等置以上两个三重积分就得到 


HI 一 div ( A : gradu)J dxdydz = 0. 


由于这个积分的被积函数在 K 的任何子区域上的积分都等于0,因此该被积函数恒等 
于0 ( 见 §8.6 的习题 4097), 这样就得到没有热源和热汇条件下的热传导方程 


cp ^ ■— div ( A : gradu ) = 0. 


在 c,/9，fc 均为常数时，令 a 2 = |， 并利用 div(gradu) = Ati (习题4425 )， 就得到最常 
见的热传导方程 

%- = a 2 Au. □ 

ot 

注关于一维热传导方程见前面 §6.2.4 的习题3308和 §7.3.3 的习题3840等. 

习题4451 (流体的连续性方程）处于运动状态的流体充满区域 V . 假定在区域 
V 内没有源和汇，试推出连续性方程 

普 + div(/w) = 0, 

式中 p = p(x,y, 2 ,t) 为流体密度， t; 为速度向填， t 为时间. 

解 1想象区域 K 中的任意封闭曲面 S (它不妨碍流体运动)，将它所包围的区域记 
为 W C V . 在14内的流体质景为 JJJpdxdydz , 它随时间的增加速率为 
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ii\\\ pdxdydz= 




dt 


dxdydz. 


另一方面，根据质量守恒定律， V !内流体的质量增加只能来自于通过边界面 S 的流体 
的流入.在时间 di 中通过曲面面积元 dS 流出的流体质量为 pv -ndSdt, 其中 n 是封 
闭曲面 S 的单位外法向量，因此通过曲面 S 流入的流体质暈的速率为 

— ^) pv • ndS = — HI div ( pv ) dx dydz. 

其中右边是用奥斯特罗格拉茨基公式得到的 S 重积分. 

由于假设在区域 V 内无源无汇，等置前面写出的区域 V 的流体质量的增加速率与 
通过曲面流入的流体质摄的速率，就得到 


HI ["If + div (^)] da ; dy dz = 0. 


最后利用 V^V 的任意性，可见其被积函数在区域1/内必定恒等于0 ( 见 §8.6 的习题 
4097), 这就是所要证明的连续性方程 

餐 + div ( pv ) = 0. □ 

解2 [20] 向 S Q = pv 的方向为 v ， 其大小 C ? 是流体通过垂直于 v 的单位面积的 
质甭变化率.将向最 Q 写为 


Q = Q x i + Q y j 4 - Q z k, 

同时考虑以点 P(x iyi z) 为顶点之一的体积元 dK = da : d2 /心，它 
是各边平行于坐标轴的平行六面体，边长为 da :, dy ， d 2. 取其边界 
面的外侧，则通过以 - fc 为外法向最的边界面的流体质量变化率为 

Q • (-kdxdy) == —Q t dx dy , 

而通过以 fc 为外法 向萤的 边界面的流体质量变化率为（参见附图） 
{Q)z+dz ' (kdxdy) = (Qz)z ^-dz dx dy = [q z + dx dy , 


Q(* f y f *+dz) 



P dx 


习题 4451 的附图 


这里略去了高阶的无穷小量. 

以相同的方式考虑其余四个面，并将所得的六个面上流出的流体质童变化率相加， 
就得到从体积元 dV = dx dy dz 流出的流体质量变化率为 

d + 警 + 警 ) dxd y dz = (divQ)dK 

根据假设，在体积元 dF 内没有发生流体的源，也没有使流体渗漏的汇，因此根据质量 
守恒定律只可能是成立等式 

divQ =- 磬， 

而这就是连续性方程 

餐 +div (㈣ = 0. 口 

注在《习题集》的原文中对本题还假设流体不可压缩，这对于导出连续性方程 
是多 余的. 实际上，在流体为不可压缩时，在区域 S 内没有源与汇的条件表明通过边界 





面 5 流入 K 和流出 Vx 的流体体积 相等. 如解1中那样用奥斯特罗格拉茨基公式就得 
到 div v = 0 . 这与 §8.13 的习题4339的后半题对平面流的处理相同.此外可以参考 [33] 
的 §14.4 之应用例子2,其中给出了变密度不可压缩流体的连续性方程. 


8.17.5 环量计算（习题 4452.1-4456) 

设有连续可微 的向跫 场 a = (a X) a y) a z \ 则将在封闭曲线 C 上的积分 

a • dr = ^ a x dx a y dy a z dz 

称为向量场沿围线 C 的环景（或环流童). 

斯托克斯公式的向量形式为 


()a • dr = || (rot a ) n dS , 


它揭示出环量与旋度之间的关系. 

习题 44 5 4 .l(a ) 求向最 场£1 = -^ + ^ +必（0为常数）的环鼠 ： 沿着圆周 

X 2 +J； 2 = 1, 2 = 0. 

(本题应当选定 C 的方向.以下取 C 为坐标面2 = 0上的逆时针方向 .） 

解1将围线 C 参数化为 o: = cos t y y = sint , 之= 0, t 从0到 27 C , 则有 
手 一 |/dx + rrdy + cdz = |* [— sin t • (— sin t ) -f cos t - cos t c - 0 }dt = 2k. □ 

解 2 将 C 在 2 = 0 上包围的区域 a: 2 + 2/ 2 < 1记为忒取上侧，其面积== 71，则 
可用斯托克斯公式得到 

dy dz dz dx dec dy . 

+ —t/da: -f xdy + cdz = || 差 " 念去 = 2 ||da:d?/ = 2 - \S\ = 2n. □ 


解 3 将积分拆开为两个 积分： 

-ydx-^xdy-^cdz = ^) — y dx -h xdy 4-^) cdz, 

对其中第一个积分可以用格林公式导出的面积公式得到 2 tc (见 §8.12.2 的 (8.10)), 而第 
二个积分存在原函数 C 2, 因此在封闭曲线上的积分等于0 .口 

习题 4454.2 求下列情况下向量场 a = grad ^ arctan ^ ^沿着围线 （7 的环最 r : 
( a ) C 不围绕仏 轴； （ b ) C 围绕 02 轴. 

解从向量场 ci 的定义可见它有原函数（即势函数 ） arctan 其中的反正切函数 

应当理解为 Arctan ^-, 也就是极坐标系中的极角，或者复数平面上点 x + xy 的幅角.它 
是一个具有无限多个值的多值函数，当路径以逆时针方向围绕原点一周时增加 27 C ， 而以 



366 


第八章重积分、曲线积分和曲面积分 


顺时针方向围绕原点一周时减少 271. 因此对于 （ a ) 的环量 r = 0,而对于 （ b ) 则环貴等 
于 C 以逆时针方向围绕 Oz 轴的圈数减去以顺时针方向围绕02轴的圈数乘以2兀 .口 


注这个原函数在前面己多次见到，例如 §8.11 的习题4254, §8.12.1 的习题4307, 
4321， §8.13 的习题4329 (参见其注 2) 等.由于在平面情况只要限制封闭曲线 C 为简单 
曲线，即无自交点，从而只可能有三种 情况： 不围绕原点，以逆时针方向围绕原点 一周， 
以顺时针方向围绕原点一周.本题则是在空间的封闭曲线，因此在没有自交点的前提下 
仍然可以围绕 Oz 轴任意旋转，从而会得到多种答案.其中 （ b ) 的答案中也包含了 0 的 
可能性. 

习题 4455己知向量场 

何 zk . 

计算 r ot ( i 在点 M ( l , l , l ) 的表达式，然后近似地求出该向量场沿无穷小圆周 

f(^- I) 2 + (2 /— I) 2 + (2 — I) 2 = £ 2 ， 

L(x — 1) cos a + (y — 1) cos /3 + (2 - 1) cos 7 = 0 
(其中 cos 2 a 十 cos 2 卢 + cos 2 7 = 1 ) 的环 M r. 


解按照旋度的定义得到 
i j k 


rota = 


3^ dz 
因此在点 M ( l , l , l ) 处有 rot a ( M ) 


X 


=(if - 2^ 




yfz + 古 ) 


=： — 




对于题设的小圆周，将它记为 C , 其方向与 n = ( cosa , cos / 3 , cos7 ) 符合右手法则, 
又将 ( 7 在平面 Or - l)cosa + 0 / — l ) cos0 十 (2 _ l ) cos7 = 0 上围绕的圆 记为忒 则可 
以用斯托克斯公式得到环 fi 的表达式为 

r = + a • dr = J | rot o • n dS. 

当 e > 0 充分小时用 rota ( M ) 代替 rota ， 而 S 的面积为庇 2 ,这样就得到 

r « cosy ? + 2cos7 ^ e 2 . □ 


习题 4456 平面定常流由速度向量 

= u ( x , y ) i -\- v ( x , y)j 

描述，试确定： （1) 通过区域 *5 的边界（封闭围线） C 流出的流体的质量 Q (流 最)； （2) 速 
度向量沿着围线 C 的环量 r . 若流体是不可压缩的，在 S 内无源无汇且流场无旋，则函 
数 u 和满足怎样的方程？ 


解由于是定常流， 于点、 （ x ， y ) 处的速度切和密度 p = p ( x ， 2 /) 都与时间 t 无关. 



§8.17 场论初步（习題 4401.1-4462) 


(1) 如 §8.17.4 的习题4451的分析表明，通过封闭曲线 C 的流量的速率为 

a ㈣ ， 


(5 二 （）pw • nds =() p(—vdx -\- udy ) = j | ( 


dx 


dy 


其中利用了格林公式的第二形式（见 §8.12.3 的公式 (8.13)). 

(2) 速度场加沿围线 C 的环量为 

r=^to.dr=^udo: + V dy = Jj(^-^)dxd^ 

S 

其中利用了格林公式的常见形式. 

若流体不可压缩， 又在 S 内无源无汇，则从 §8.13 的习题4339的后半题（又见习题 
4451 (连续性方程）的注）已知有散度 divw = 0 ) 于是得到方程 

又由于无旋，环 M 对任何围线 C 等于0,因此还满足方程 

普一％ ■ = 0. □ 

ox dy 

注由所得的方程可见有 


= A ^( du ) = if 一 也） = 立/一 也 ） = if 一 也） = 
dx 2 dx \dx) dx \ dy) dy \ dx J dy V dy ) dy 2 ， 

^ ^ = = _ dv ) = _ 

dx \ dx / dx \ dy / dy \ dx / dy \ dy / 


dx 2 


dy : 


即有 Au = 0, At ; = 0, 因此无源无旋的不可压缩流体的速度向甭的分量都是调和函数. 

若场 w 的定义域为单连通区域，则从 w 无旋可知它是有势场（见下一小节)，即存 
在标景函数％使得 grad ^ = t £；. 又由于 w 无源，因此就得到 

divix; = div(grad ip) = △# = ()， 

即势函数 p 也是调和函数. 


8.17.6 有势场的计算 (习题 4457.1-4460) 

本小节的内容与 §8.11.3 实际上是相同的，只是在那里没有用场论的语言来说，而 
问题的提法也是从第二型曲线积分与路径无关的问题出发的.那里的原函数在场论中 
一般称为势函数. 

若对于向鼂场 a 存在标暈场％使得 gradu = a, 则称 a 为有势场. 

从 §8.17.4 的习题 4439( a ) 知道有势场必定是无旋场.可以证明，在单连通区域上的 
无旋场 cx 也一定是有势场.对于二维和三维空间的向量场，无旋的条件也就是 §8.11.3 
中的条件 （8.8) 和 （8.9). 

习题 4457.1 证 明：场 

a = yz(2x + y + 2 )i + zx(x + 2y + z)j + xy(x + y + 2z)k 
是有势场，并求这个场的势. 
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解1这个向量场的定义域为全空间 K 3 , 满足单连通的条件,因此从 


rota = 


3 


dx 




k 


yz(2x + y z) zx(x -\-2y-\- z) xy(x -\-y J r2z) 


= 0 


可知为有势场. 


设 w = u(x,y,z) 为势函数，则从< = yz{2x -\-y + z) 可求出 

u = x 2 yz->r xy 2 z + xyz 2 

代入到 4 = zx(x + 2y + z) 中，得到 

x 2 z + 2xyz + xz 2 -H ^' y {y,z) = x 2 z -f 2xyz H- xz 2 , 

可见有 似 y，z) = 0, 即 p 与 y 无关.将它改记为^).再将这时的 u 代入到< = 
xy(x + y + 2名）中，得到 

x 2 y + xy 2 + 2xyz + ip f z {z) = x 2 y + xy 2 -f- 2xyz， 

可见有 = 0,即 p 与 ^ 也无关，所以 p 为常值函数 C. 这样就得到所求的势函数为 

u = x 2 yz + xy 2 z -f xyz 2 -f C. □ 


解 2 求势函数的第二个方法就是在 §8.11.3 的习题 4284 中的方法二，即利用平行 
于坐标轴的折线来计算.对于本题可以用从原点出发经过点 Or，0,0)， 点 (x,y,0) 到点 
(x,y y z) 的折线来得到所要的势 函数： 


u{x y y,z) = f yz(2x + y^z)dx+ 

J (0,0,0) J(x. 


zx(x + 2y + z) dy 

(： T ，0,0) 
z) 

xy(x + y^2z)dz^C 

(工、 j/，o> 


Odx -f Odt/ + xy(x + y -^2z) Az^C 


= x 2 yz^ xy 2 z + xyz 2 + C •口 


习题 4458 求由位于坐标原点的质量 m 所产生的引力场 a = --^-r 的势. 


解向量场的定义域为去掉原点0(0,0,0)后的全空间，是单连通区域.计算 


rota = 


mx 


V 

3 


k 






呈_ 


my mz 




可见是有势场. 


由于在有势场中 a 的曲线积分只与端点有关，即等于两个端点处的势函数值之差， 
而与路径无关，因此即有 



uix . y . z ) - u ( x Q , y 0 l zo ) = [ ( a • dr 

J (* o , yo »^ o ) 


=^ x，y，z) (一 _p_) ( x da: + y dj/ + 2: dd 


= — 


卜*，2/，2) 


m 

2 p " 


d(r2) 一 r，' 彔 


由于 ro = 的任意性，可见势函数为 + □ 

注如将本题的向暈场理解为引力场，则在 §8.11.3 的习题4295中已经求出了势函 
数（即原函数). 


S . 17.7 补注（习题 4461-4462) 

这是《习题集》的最后两个习题.由于在这两题中除了需要场论的知识之外，还涉 
及含参变童的广义重积分等概念，所用的技巧比较多样，证明过程也较长，因此将它们 
放在这里讨论，其中习题4461是为解习题4462所做的准备. 


习题4461证明 公式： 

grad P p ( Q ) n ^- + JJJgradQ p { Q )^-, 

v J s v 

其中 5 为区域 K 的边界面， n 为曲面 S 的外法向贵， r 为点 P { x , y , z ) 与点 QK ，77,() 之 
间的距离. 


解积分号下的 p ( Q ) = pKvXh y = [K - xf + (7/ — y ) 2 + ( C - 之) 2 ]一 +， 
n = (cosa , cos ) 0 , cos7 ). 设函数 p 连续可微.为简明起见将体积元 d ( d 77 dC 记为 dK . 
以下需要分两种情况讨论. 

(1) 点 P ( t ,2/， z ) 在封闭曲面 S 之外. 这时公式左边的积分为含参变里 a :, yy 的常 
义积分，因此对参变量求导可在积分号下进行. 

对第一个分量，有 

臺胪 d ^ J | W 去⑸卜 

4 ih 叫 

V V 




其中最后一步是用奥斯特罗格拉茨基公式得到的. 
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与所欲求证的等式比较可见已经证明了两边的第一个分量相等 • 对其他两个分量 
的证明完全相同，不再重复. 

(2) 点 P ( x , y lZ ) 在封闭曲面 S 的内部，这时公式左边的积分是含参变量的 
广义积分，而且奇点 P 的坐标就是这些参变量. 

首先证明这时的广义积分收敛.为此考虑以点 P ( rr ，2/, z ) 为中心，以 e >0 为半径 
的球体氏.取 e 充分小使得艮 C V . 取 M > 0使得 | p ( C，A 01 < M 在区域 V 上成立, 
则对于球上的积分用球坐标代换 


就可得到 


^ = x rsmifi cos 0 ， r) = y rsirups'in 6, Q-= z-\-r cosp ， 

I Ilf 吾 d 叫 < M I J]j + d 叫 = M 广 d 0 C sin p dp £ r dr = 2nMe : 


- « - * 

可见当 e — 0 时在上的积分趋于0, 因此广 义积分 m f dV 收敛. 

现在证明对于这个广义积分求关于参变量 a : 的导&时仍然可以通过积分号.为此 
只要证明含参变 s 的广义积分 dV —致收敛.同样对于在上的积分 

用球坐标代换作估计，就可得到 1 " 

iijH 臺(矧叫 

b € b € b € 

= mJ 2 j* sin d(^J 6 dr = 4nMe y 

可见关于 : r 一致收敛. 

以下可重复情况 （1) 中的推导，其中涉及的广义三重积分的收敛性均 PJ •如上解决， 
只是在最后一步需要注意，由于三重积分的被积函数在点 

处有奇性，因此不能直接用奥斯特罗格拉茨 i 公式. 

将 S e 的边界球面记为&，取其内侧，则在 V 中挖去小球的区域上可以用奥斯 
特罗格拉茨基公式得到 

HI 臺 ( 爷 ) dK =毋爷 cosadS+ 毋 •^•cosadS. 

V-Sc s Sc 

上式左边当 e 0 时的收敛性可如前面几个广义三重积分一样讨论，其极限就是 

对于右边第二个曲面积分有 r = e ， 因此即可估计得到 

|^|) -y cosadS 彡毋 ) dS = 4nMe, 

S c 

于是当时极限为 o . k 样就得到了所要求 d 公式 .口 


注在证明中所用的方法可一般化为三重积分的分部积分 公式: 


dy dz =(；) uv dy dz — ill^t 



dx dy dZj 



分析与 §8.8 的习题4155, 4156比较，可见除去积分号前的常数之外，可以将题中 
给定的函数 u { x , y , z ) 理解为在整个三维空间 IR 3 中无限分布的质量在点 ( x y y t z ) 处的 
牛顿引 力势. 

由于 divgradu = Au , 因此木题的目的就是要证明这样给出的势函数 u ( o ;, 2 /， 4是 
泊松方程 2 2 2 

+ + = P(X ， V ， Z) 

的解. 

注意到 uOrjy ) 的表达式中的广义三重积分既是在无界区域 R 3 上的积分，又具有 
奇点/ > Or ，2/ y ), 因此要证明它二阶连续可微就比较复杂.为此密度函数^需要 满足- 
定的条件，既需要保证积分收敛，还应使得对^求二阶偏导的运算能够通过积分号.以 
下将假设 p 连续可微，在证明中将集中注意由奇点 POrww ) 带来的复杂性，而对于它 
在点离原点充分大处的性态不作具体 规定. 

解作以奇点 P ( x , y , z ) 为中心以 e > 0为半径的球体艮，将它的边界球面记为 
5 e , 取内侧.这样就可以将三维空间 R 3 分解为球氏和挖去球后所余的区域 K 之并， 
从而将 u 分拆为两项之和： 

u { x y y , z ) = ui ( x , y , z ) + u 2 { x , y , z ), 

其中 

_ ， y， 2) = - 忐 JJJ 盛 ^狀， 

Be 

其中为简明起见将体积元 d ^ dT / dC 记为 dV . 

假设密度函数 p 所满足的条件使得对 x ， y ， z 求二阶偏导数时能够通过 
积分号，于是由 A (^) = 0 (§6.2.4 的习题 3311) 在 r — 0时处处成立，而区域14中 
r > £： > 0,因此就得到 


Au\ = 0 . 
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以下只需要考虑对 w 求二阶偏导数的计算 • 

利用习题4461中的公式，就得到 

B e S e 

其中第二项的积分前取正号，因为&是取内侧 ， cos a 是指向奇点 P(x ， y ， z) 的法线方 


向的方向余弦. 

上式右边的第一项为广义的三重积分，按照习题4461的情况 （2) 中的同样分析，可 
知对 re 求导仍然可以通过积分号，因此就得到 

^■一忐 Ilf 鸯臺⑸ dK + 去 # pcosa •去⑴必 

B e S € 

用同样的方法求出 ^ ■和并将它们相加，就得到 

△处 = -士 J]J ( S rad Q P - g rad P dV + p(g rad P 7 - n ) d5 i 

B t S e 

其中用下标 P 表示对： r , i / y 的梯度，用下标 Q 表示对 t % C 的梯度. 

对 Aix 2 的上述秦达式的第一项，利用 p 连续可微，可以在 e = 1的历上取模 
|| grad Q p || 的上界 M ， 同时乂有 || grad P +1卜+，这样就可以得到估计 

| 士 JJ] ( S rad Q P - g rad P +) 叫 <| ^ JJj II g rad Q^I*ll ㈣ 。 叫 

B , Be 

(用球坐标代换） 





dr = Me , 


因此当 e — 0 时这一项的极限等于 0 . 

对的前述表达式的第二项，由于 || grad P +|l = +，而梯度向量 grad P +指 

向 j ： 的最大增加方向，因此与指向奇点 P(x ， y ， z) 的单位法向量 n 的方向完全一致，而 
在球面 S e = e, 从而就有 


^§( grad P |. n ) 


d 5 = 


pdS = p(^ ly 7 ] U Cl), 

St 


其中最后一步用了积分中值定理.因此当 e -> 0时这一项的极限等于 P (x ， y ， z). 
综合以上，就有 


△w = Aui 4 - Au 2 = lim(Aui + An2) 


=lim Au 2 = p{x,y,z). 


□ 


注习题 4462 是偏微分方程中有关椭圆型方程的内容，有多种证明方法.关于泊 
松方程的讨论可参考问的第一卷第五章和第二卷第四章. 
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在完成本书之际，说说在编写过程中的一些想法也许对读者使用本书是有益的 • 

本书的宗旨是为《吉米多维奇数学分析习题集》（简称《习题集》 ） 写“指引”，而 
不是“题解”，因此对于其中的习题及其求解的考虑就与学生完成作业大不相同. 

就一道习题本身而言，需要思考的问题很多，例如，此题有何意义或者是否重要？它 
的结论有用吗？它与《习题集》中的其他习题有联系吗？它在数学分析（甚至更广阔的 
知识范围）中的地位如何？解出了这道题对解其他题有帮助吗？对于证明题，还需要考 
虑其中的条件对于所导出的结论是否多余或不足. 

就习题的解法而言，需要思考的问题就更多了.已有的传统解法好不好？其中有什 
么规律性？它有普遍意义吗？其思路是从哪里来的？为什么要这样求解（也就是有道理 
没有)？这个解法触及了问题的核心没有？还有更好的方法吗？我们很快发现，许多传 
统的解法往往存在这样或那样的不足，而“没有最好，但有更好”则几乎成为规律.与其 
用同一种方法解几个题，不如发掘几种方法解一个题的收获更大. 

在如此思考中我们发现，对于一个习题本身的认识会有从浅到深的过程，而往往到 
最后也不能说已经达到了十全十美的境界.本书在选择解法时，大体上对于重要的或者 
作为示范性质的习题举出多种解法，而对于其他问题则选择尽可能简单的一种解法.希 
望这样的安排有益于读者. 

通过本书的编写，我们对于《习题集》的经典性有了新的理解和认识.首先，该 
《习题集》所包含的内容与我国从20世纪50年代直到今天的数学分析和高等数学的 
教学实践是一致的，其中所收入的习题，无论从知识范围来说，还是从难易程度来说，都 
具有很强的“稳定性”.《指引》中的习题和解法的选取也考虑了这样的稳定性.从组 
织结构来看，《习题集》全书的编排和每一章节的层次安排都有精心的考虑，在将几 
何、代数与分析的结合方面堪称楷模.如前言所说，《指引》在揭示其丰富内容方面起 
了一定程度的解构作用，这样就有可能对于读者在今后使用该《习题集》提供一点帮 
助.勿以善小而不为，这也是我们编写本书时的一个指导思想. 

如《指引》第一册的前言所说，本书的编写得到了许多热心人的多方面的帮助.除 
了在前言中已经提到之外，这里还要感谢高尚华老师和袁安锋老师对《指引》的审阅. 
此外，还要感谢北京大学的李植老师对本书提出的许多改进意见，特别是在与力学和物 
理有关的习题方面所作出的贡献. 

《指引》的主要编写工作是在苏州大学数学科学学院完成的，对于该学院的领导 
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